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Résumé

Dans cette Note, nous établissons une loi limite presque sûre de type de Acosta (1985) pour une famille de
Höldériennes. Plus précisément, nous obtenons, pourα ∈ (0,1/2), la vitesse de convergence, lorsqueh ↓ 0, de la quantité

Tα,f (h) := inf
0�t�1−h

‖(2h log(1/h))−1/2(W(t + h·)− W(t))− f ‖α

lorsquef ∈ S vérifie
∫ 1
0 { d

duf (u)}2 du < 1, où S désigne l’ensemble de Strassen (1964).Pour citer cet article : A. Lucas,
E. Thilly, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Chung’s law type for increments of Brownian motion in Hölder norm. In this Note, we establish a de Acosta (1985) ty
strong law for a family of Hölder norms. More precisely, we obtain, forα ∈ (0,1/2), the exact rate of convergence, ash ↓ 0, of

Tα,f (h) := inf
0�t�1−h

‖(2h log(1/h))−1/2(W(t + h·)− W(t))− f ‖α

whenf ∈ S satisfies
∫ 1
0 { d

duf (u)}2 du < 1, whereS denotes the Strassen (1964) set.To cite this article: A. Lucas, E. Thilly,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction et résultat principal

Soit {W(t): t � 0} un processus de Wiener standard. Pourt � 0 et h > 0, considérons la fonctio
d’accroissement renormaliséeξ(t, h; ·) définie par

ξ(t, h; s) := (
2h log(1/h)

)−1/2(
W(t + hs) − W(t)

)
pours ∈ [0,1].

Adresses e-mail :alucas@lisieux.iutcaen.unicaen.fr (A. Lucas), e.thilly@lisieux.iutcaen.unicaen.fr (E. Thilly).
1631-073X/03/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00237-1
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Soit (C0[0,1],‖f ‖∞) l’ensembleC0[0,1] des fonctionsf continues sur[0,1] vérifiant f (0) = 0, muni de la
norme uniforme‖f ‖∞ = sup0�t�1 |f (t)|, et soitS l’ensemble de Strassen [11] défini par

S :=
{
f ∈ C0[0,1]: f (t) =

t∫
0

d

du
f (u)du etJ (f ) :=

1∫
0

{
d

du
f (u)

}2

du � 1

}
.

Pourα ∈ (0,1) etλ ∈ (0,1), désignons respectivement par

‖f ‖α := sup
0<|t−s|�1

|f (t) − f (s)|
|t − s|α et ωα,f (λ) := sup

0<|t−s|�λ

|f (t) − f (s)|
|t − s|α

la normeα-Höldérienne et le module de régularitéα-Höldérien.
De Acosta [1] a établi une version fonctionnelle du théorème de Lévy [9] en montrant que la suite

Fh := {
ξ(t, h; ·): t ∈ [0,1− h]}

converge presque sûrement versS, lorsqueh ↓ 0, pour la métrique de Hausdorff associée à la norme unifo
Une conséquence immédiate de ce résultat est que, pour chaquef ∈ S,

lim
h↓0

inf
t∈[0,1−h]

∥∥ξ(t, h; ·) − f
∥∥∞ = 0 p.s. (1)

De Acosta [1] a obtenu la vitesse de convergence de (1) pour les fonctionsf ∈ S vérifiantJ (f ) < 1 :

lim
h↓0

log(1/h) inf
t∈[0,1−h]

∥∥ξ(t, h; ·)− f
∥∥∞ = π

{
4
(
1− J (f )

)1/2}−1
p.s.

Ce résultat généralise celui obtenu par Csörgő et Révész [6] sur la vitesse de convergence du module de
différentiabilité du processus de Wiener. Le cas oùf ∈ S vérifie J (f ) = 1 a été abordé par Lucas [10] lequ
a établi que si la variation totale|ḟ |V de ḟ := df/du est bornée, alors la vitesse de convergence de (1) de
(log(1/h))−2/3 avec une constantezf obtenue implicitement comme unique solution d’une équation décrite
Gorn et Lifshits [7].

Récemment, Wei [12] a établi un résultat fonctionnel de type de Acosta pour une topologie plus fine
topologie de la norme uniforme. Plus précisément en faisant usage du résultat de grandes déviations
et al. [2], il a montré que pourα ∈ (0,1/2) la suite d’ensembles aléatoiresFh converge presque sûrement versS,
lorsqueh ↓ 0, pour la métrique de Hausdorff associée à la normeα-Höldérienne. L’objectif de cette Note e
donc d’établir pour chaqueα ∈ (0,1/2) la vitesse de convergence de (1) en normeα-Höldérienne. Notons qu
Berthet [5] a obtenu des résultats similaires pour des collections d’ensembles de mouvements Browniens

Théorème 1.1. Soientα ∈ (0,1/2) etf ∈ S vérifiantJ (f ) < 1. Alors presque sûrement,

lim
h↓0

(
log(1/h)

)1−α inf
t∈[0,1−h]

∥∥ξ(t, h; ·)− f
∥∥
α

= Kα(f ),

où Kα(f ) = 2−1/2C
(1−2α)/2
α (1− J (f ))−(1−2α)/2 avec0<Cα < ∞.

2. Preuve du théorème

Commençons par énoncer quelques résultats qui nous serons utiles pour la démonstration.

Resultat 2.1 (Kuelbs et Li [8]).Soitf ∈ S et r > 0. Pour chaqueα ∈ (0,1/2), il existe une constante0<Cα < ∞
telle que

lim λ−2 logP
(‖W − λf ‖α � λ−(1−2α)r

) = −1
J (f ) − Cαr

−2/(1−2α). (2)

λ→∞ 2
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Resultat 2.2 (Baldi et Roynette [3]).Soitf ∈ S etα ∈ (0,1/2). Pour toutλ ∈ (0,1), on a∥∥f (·) − f (λ·)∥∥
α

� 2J (f )
(
(1− λ)/λ

)1/2−α � 2
(
(1− λ)/λ

)1/2−α
. (3)

Resultat 2.3 (Lévy [9]). Soitωf (h) = sup|t−s|�h |f (t) − f (s)| le module de continuité def , alors

lim
h↓0

ωW(h)

(2h log(1/h))1/2 = 1 p.s. (4)

Proposition 2.4. Pour chaqueα ∈ (0,1/2), on a

lim
h↓0

hαωα,W (h)

(2h log(1/h))1/2 = 1 p.s. (5)

Démonstration. La loi fonctionnelle du module de régularité du processus de Wiener en norme H
rienne établie par Wei [12] permet d’obtenir le résultat suivant : pour toute application continueΦ de
(Hα,0[0,1], ‖ · ‖α) dans(R, | · |), on a limh↓0 sup0�t�1−h Φ(ξ(t, h; ·)) = supf∈S Φ(f ) p.s., où Hα,0[0,1] :=
{f ∈ C0[0,1]: limλ→0ωα,f (λ) = 0}. Le choix Φ(f ) = ‖f ‖α , puis les observations supf∈S ‖f ‖α = 1 et
sup0�t�1−h ‖W(t + h·) − W(t)‖α = hαωα,W (h), permettent d’obtenir aisément (5).✷

La démonstration du Théorème 1.1 consiste à montrer que, pour toutε > 0, on a simultanément

lim sup
h↓0

(
log(1/h)

)1−α inf
t∈[0,1−h]

∥∥ξ(t, h; ·)− f
∥∥
α

� (1+ ε)Kα(f ) p.s., (6)

lim inf
h↓0

(
log(1/h)

)1−α inf
t∈[0,1−h]

∥∥ξ(t, h; ·)− f
∥∥
α

� (1− ε)Kα(f ) p.s. (7)

Etablissons dans un premier temps l’inégalité (6). Soit{hn: n � 1} la suite définie parhn := exp{−nβ} où
0 < β < (1 − 2α)/(3 − 4α) et soittn(i) := ihn pour i = 0,1, . . . ,Mn := �1/hn� − 1 une discrétisation de[0,1].
Pour toutε > 0 et toutr > Kα(f ), on obtient par stationnarité et indépendance des accroissements du pro
de Wiener

P1(n) := P

((
log(1/hn)

)1−α min
0�i�Mn

∥∥ξ(
tn(i), hn; ·) − f

∥∥
α
> (1+ ε)r

)
= {

1− P
(∥∥(

2 log(1/hn)
)−1/2

W − f
∥∥
α

�
(
log(1/hn)

)α−1
(1+ ε)r

)}Mn+1
.

Le résultat de «petites boules » (2) permet alors d’établir que
∑∞

n=1 P1(n) = O(exp{−n}) < ∞. En faisant usage
du lemme de Borel–Cantelli, puis en faisant tendrer vers Kα(f ), on obtient

lim sup
n→∞

(
log(1/hn)

)1−α inf
t∈[0,1−hn]

∥∥ξ(t, hn; ·)− f
∥∥
α

� (1+ ε)Kα(f ) p.s. (8)

Via les méthodes utilisées dans [1], Section 4, l’inégalité (6) résulte de (3) et (8) ainsi que de la contrainte
àβ qui permet le contrôle de l’erreur due à la discrétisation.

Etablissons maintenant l’inégalité (7). Soittn(i) := in−1hn pour i = 0,1, . . . ,Nn := �n/hn� une nouvelle
discrétisation de[0,1]. Pour toutε > 0 et toutr < Kα(f ), on a

P2(n) := P

((
log(1/hn)

)1−α min
0�i�Nn

∥∥ξ(
tn(i), hn; ·) − f

∥∥
α
< (1− ε)r

)
� (Nn + 1)P

(∥∥(
2 log(1/hn)

)−1/2
W − f

∥∥
α
<

(
log(1/hn)

)α−1
(1− ε)r

)
.

Le résultat (2) permet d’obtenir
∑∞

n=1 P2(n) = O(exp{−nδ}) < ∞ avecδ ≡ δ(ε, f,α) > 0. En faisant usage d
lemme de Borel–Cantelli, puis en faisant tendrer vers Kα(f ), on montre que

lim inf
n→∞

(
log(1/hn)

)1−α min
0�i�N

∥∥ξ(
tn(i), hn; ·) − f

∥∥
α

� (1− ε)Kα(f ) p.s. (9)

n



1032 A. Lucas, E. Thilly / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003) 1029–1032

-
) :

t,

de cette

42 (1992)

457–484.
e uniforme

ility and

326 (1998)
Le choix de{hn: n � 1} et le résultat (3) permettent d’obtenir

lim inf
n→∞

(
log(1/hn)

)1−α
min

0�i�Nn

∥∥ξ(
tn(i), hn; ·) − f

∥∥
α

� lim inf
n→∞ inf

hn�h�hn−1

(
log(1/h)

)1−α inf
t∈[0,1−h]

∥∥ξ(t, h; ·) − f
∥∥
α

+ lim sup
n→∞

∆n, (10)

où ∆n := (log(1/hn))
1−α max0�i�Nn supt∈[tn(i),tn(i+1)] ‖ξ(tn(i), hn; ·) − ξ(t, hn; ·)‖α . Montrons que presque sû

rement lim supn→∞ ∆n = 0. Considérons, pour chaqueα ∈ (0,1/2), la décomposition suivante (voir Berthet [4]

‖f ‖α = max

{
ωα,f (λ), ‖f ‖α,λ := sup

λ<|t−s|�1

|f (t) − f (s)|
|t − s|α

}
, ∀λ ∈ (0,1). (11)

Soit {λn: n � 1} la suite définie parλn := n−γ avec(β(1− α))/(1/2− α) < γ < (1/2− β(1− α))/α. En faisant
usage de l’inégalité triangulaire pour| · |, on montre aisément que

(
log(1/hn)

)1−α max
0�i�Nn

sup
t∈[tn(i),tn(i+1)]

∥∥ξ(
tn(i), hn; ·) − ξ(t, hn; ·)∥∥

α,λn
= O

(
(log(1/hn))

1−α

λα
nb(hn)

ωW

(
n−1hn

))
,

(12)

où b(h) := (2h log(1/h))1/2, et

(
log(1/hn)

)1−α
max

0�i�Nn

sup
t∈[tn(i),tn(i+1)]

ωα,ξ(tn(i),hn;·)−ξ(t,hn;·)(λn) = O

((
log(1/hn)

hn

)1/2−α

ωα,W (λnhn)

)
.

(13)

De (4) (resp. (5)) combiné avec (12) (resp. (13)), on déduit via (11) que lim supn→∞ ∆n = 0 p.s. Par conséquen
on obtient de (9) et (10) l’inégalité (7), ce qui achève la preuve du Théorème 1.1.
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