
à valeurs
el simple.
lace dans
tives que

.

atory
e main
ymptotic
sumed in

à deux
le permet
l’indice
plicatives
fois de

s modèles
les v.a.

ionnelles).
gression
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003) 1025–1028

Statistique/Probabilités

Modèle à indice fonctionnel simple

Frédéric Ferraty, Agnès Peuch, Philippe Vieu

Lab. Stat. & Prob., Université Paul Sabatier, 118, route de Narbonne, 31062 Toulouse cedex, France

Reçu le 2 novembre 2002 ; accepté après révision le 7 mai 2003

Présenté par Paul Deheuvels

Résumé

Ce travail propose une extension du modèle à indice simple lorsqu’on considère une variable aléatoire explicative
dans un espace de dimension infinie. On désignera génériquement un tel modèle par modèle à indice fonctionn
L’apport principal de cette note réside dans une double généralisation du modèle à indice simple. D’une part, on se p
un cadre de v.a. fonctionnelles et d’autre part, on introduit des hypothèses sur la loi de la v.a. explicative moins restric
celles utilisées habituellement dans le cadre vectoriel. Des premiers résultats de convergence ponctuelle sont établisPour citer
cet article : F. Ferraty et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Single Functional Index Model. This paper concerns a generalization of the “Single Index Model” when the explan
variable is valued in an infinite dimensional space. Such model will be called the “Single Functional Index Model”. Th
contribution of this study is to propose a functional framework which includes the classical vectorial case. Pointwise as
properties are stated under less restrictive conditions on the law of the explanatory variable than what it is usually as
the vectorial case.To cite this article: F. Ferraty et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Le modèle à indice simple est très populaire dans la communauté des économètres car il répond
préoccupations importantes. La première concerne la réduction de dimension puisque ce type de modè
d’apporter une solution au problème du fléau de la dimension. La seconde est liée à l’interprétabilité de
(paramètre) introduit dans ces modèles. L’étude statistique de ces modèles, dans le cadre de v.a. ex
vectorielles, a été amorcée par Härdle et al. [6] et plus récemment, Hristache et al. [7] fournissent à la
nouveaux éléments théoriques et bibliographiques. Parallèlement, se sont développés depuis peu de
de régression (voir Dabo-Niang [2] et Goia [5], pour des aspects théoriques et bibliographiques) dont
explicatives sont à valeurs dans des espaces de dimension infinie (appelées génériquement v.a. fonct
L’apport principal de cette Note se situe à l’intersection du modèle à indice simple et des modèles de ré

Adresse e-mail :ferraty@cict.fr (F. Ferraty).
1631-073X/03/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00239-5
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pour v.a. fonctionnelles (v.a.f.). En effet, ces travaux concernent l’étude d’un modèle à indice fonctionnel
extension du modèle à indice simple usuel au cas où la v.a. explicative est fonctionnelle. Ce modèle p
être vu comme une généralisation du modèle linéaire fonctionnel (voir Cardot et al. [1], pour des dévelop
récents). De fait, ce modèle hérite des potentialités du modèle linéaire fonctionnel en termes d’applicatio
Ramsay et Silverman [8]) et de celles du modèle fonctionnel de régression nonparamétrique (voir Fe
Vieu [4]).

Le prochain paragraphe définit le modèle à indice fonctionnel simple et traite brièvement du pr
d’identifiabilité. Le troisième paragraphe présente des premiers résultats de convergence ponctuelle dans
général. Enfin, le dernier paragraphe est consacré aux commentaires suscités par une telle approche ai
problèmes ouverts.

2. Modèle à indice fonctionnel simple

L’objectif de ce paragraphe est de proposer une extension du modèle à indice simple afin de prendre e
une v.a.f. explicative. Plus précisément, soit la v.a.Y considérée comme une réponse scalaire etX une v.a.f.
explicative, supposée à valeurs dans un espace hilbertien séparableH muni du produit scalaire〈·, ·〉. On dispose de
n couples(Xi, Yi)i=1,...,n identiquement et indépendamment distribués selon la loi de(X,Y ). Le modèle à indice
fonctionnel simple est défini par :

Yi = r
(〈θ0,Xi〉

)+ εi, ∀i = 1, . . . , n,

où r est une fonction réelle,θ0 ∈ Θ ⊂H et pouri = 1, . . . , n, εi est une v.a.r. telle queE(εi |Xi) = 0.
Le premier problème que l’on doit résoudre concernant un tel modèle est celui de l’identifiabilité. Dans
considérons (e1, . . . , ei, . . .) une base orthonormée deH. On peut alors énoncer :

Proposition 2.1. Si r et r∗ sont dérivables et siΘ = {θ ∈H | 〈θ, e1〉 = 1}, alors

∀x ∈H, r
(〈x, θ〉)= r∗(〈x, θ∗〉) ⇒ r ≡ r∗ et θ ≡ θ∗.

Autrement dit, le modèle à indice fonctionnel simple est identifiable.

Schéma de la preuve. Posonsx =∑+∞
i=1 xiei, θ =∑+∞

i=1 θiei et θ∗ =∑+∞
i=1 θ∗

i ei . On a donc〈x, θ〉 =∑+∞
i=1 xiθi

et 〈x, θ∗〉 =∑+∞
i=1 xiθ

∗
i . Or, en dérivant par rapport àxi pouri = 1,2, . . . , il vient que

∀x ∈H, r
(〈x, θ〉)= r∗(〈x, θ∗〉) ⇒ θir

′
(+∞∑

j=1

xj θj

)
= θ∗

i r
∗′
(+∞∑

j=1

xj θ
∗
i

)
.

Commeθ1 = θ∗
1 = 1, on peut montrer queθ ≡ θ∗ et, par suite, quer ≡ r∗.

3. Estimateur et étude asymptotique

Tout d’abord, soitrθ0(·) = r(〈·, θ0〉) l’opérateur deH dansR ; remarquons querθ0(X) = E(Y |〈X,θ0〉). En
s’inspirant des estimateurs à noyau de la régression, on propose un estimateur derθ0, notér̂θ0 et défini par :

r̂θ0(x) =
∑n

i=1YiK(h−1〈Xi − x, θ0〉)∑n
i=1K(h−1〈Xi − x, θ0〉) , ∀x ∈H,

où K est un noyau eth = hn une suite de nombres positifs. Cet estimateur est une généralisation au
fonctionnel de celui utilisé dans le cas vectoriel (voir Delecroix et Hristache [3]).
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Les résultats que nous exposons ci-dessous concernent le cas où l’indiceθ0 est fixé. Cependant nous donnero
à la fin du dernier paragraphe quelques pistes pour estimerθ0 dans le cas où il est inconnu. Avant d’aller pl
loin, introduisons la v.a.r.Z = 〈X,θ0〉 qui joue un rôle prépondérant dans ce type de modélisation. Or, les rés
asymptotiques dans le cas vectoriel nécessitent l’introduction de conditions de régularité sur la densité deZ

ainsi construite. Afin d’assouplir ce type d’hypothèses, plutôt que de considérer la densité deZ, nous utiliserons
les accroissements de sa fonction de répartitionFZ . C’est pourquoi on pose désormais :

∀x ∈H, Gθ0(x,h) = P
(∣∣〈X − x, θ0〉

∣∣< h
)= FZ

(〈x, θ0 > +h〉)− FZ

(〈x, θ0〉 − h
)
.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal en considérant le modèle identifiable :

Théorème 3.1. Soit K un noyau borné et strictement positif sur son support[−1,1], soit Y telle que∃p � 2,
E|Y |p < ∞, et supposons querθ0 vérifie:

∃C < ∞, ∃β > 0, ∀(x, y) ∈H2,
∣∣rθ0(x)− rθ0(y)

∣∣� C‖x − y‖β,
où‖ · ‖ est la norme associée au produit scalaire〈·, ·〉. Alors, sih satisfait

lim
n→∞h = 0 et lim

n→∞
logn

nGθ0(x,h)
= 0,

on a:

r̂θ0(x)− rθ0(x)= O
(
hβ
)+ O

(√
logn

nGθ0(x,h)

)
p.co.

Schéma de la preuve. Posons∆i(x) = K(h−1〈Xi − x, θ0〉) et soit :

r̂θ0,1(x) = 1

nE∆1(x)

n∑
i=1

∆i(x) et r̂θ0,2(x) = 1

nE∆1(x)

n∑
i=1

Yi∆i(x).

On a ainsi la décomposition suivante :

r̂θ0(x)− rθ0(x) = 1

r̂θ0,1(x)

{(
r̂θ0,2(x)− Er̂θ0,2(x)

)− (
rθ0(x)− Er̂θ0,2(x)

)}
+ rθ0(x)

r̂θ0,1(x)

{(
r̂θ0,1(x)− Er̂θ0,1(x)

)− (
Er̂θ0,1(x)− 1

)}
.

En remarquant que pour toutx dansH, Er̂θ0,1(x) = 1, le résultat annoncé sera obtenu dès qu’on aura montr
rθ0(x)− Er̂θ0,2(x)= O(hβ), ainsi que

r̂θ0,2(x)− Er̂θ0,2(x) = O

(√
logn

nGθ0(x,h)

)
p.co. et r̂θ0,1(x)− Er̂θ0,1(x) = O

(√
logn

nGθ0(x,h)

)
p.co.

Les deux dernières formules utilisent le corollaire de Yurinskiı̆ ([9], p. 491) alors que la première s’obtient
combinant la condition de régularité surrθ0 avec :

E
[
Y∆1(x)

]= E
[(
rθ0(X1)− rθ0(x)

)
K
(
h−1〈X1 − x, θ0〉

)]+ rθ0(x)E∆1(x).

4. Commentaires et problèmes ouverts

Nous commençons ce paragraphe par la description de diverses situations atypiques pour lesquelles n
théorique reste valide. En effet, dans le cas vectoriel, on suppose généralement que la densité de la v.a.r.Z = 〈X,θ0〉
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est plusieurs fois continûment dérivable. Or, dans notre contexte fonctionnel, seule la fonction de répartitioFZ de
la v.a.r.Z intervient, ce qui nous permet d’englober les cas suivants :

(1) FZ admet enz = 〈x, θ0〉 une discontinuité de 1ère espèce ; alors on a

r̂θ0(x)− rθ0(x) = O
(
hβ
)+ O

(√
n−1 logn

)
p.co.,

(2) Plaçons-nous maintenant dans le cas oùFZ est supposée continue enz = 〈x, θ0〉 et telle que pourα > 0,
FZ(z + h) − FZ(z − h) ∼ Cxh

α . Le Théorème 3.1 nous dit alors que

r̂θ0(x)− rθ0(x) = O
(
hβ
)+ O

(√
h−αn−1 logn

)
p.co.

Selon les valeurs deα, diverses situations sont ainsi prises en compte :
(a) α < 1 ⇒ F ′

Z n’existe pas au pointz,
(b) α = 1 ⇒ F ′

Z(z) > 0,
(c) α > 1 ⇒ F ′

Z(z) = 0.

Notons que les hypothèses classiques dans le cas vectoriel se limitent à des situations du type (2)(b).
Dans le futur, nous nous intéresserons au cas où l’indiceθ0 est inconnu. Dans ce cas, une approche consist

à estimerθ0 par l’élémentθ̂0 deΘ qui minimise le critère de validation croisée défini par :

θ̂0 = argmin
θ∈Θ

n∑
i=1

[
Yi − r̂−i

θ (Xi)
]2
,

où r̂−i
θ est obtenu à partir de(Xj ,Yj )j �=i . De plus, les aspects calculatoires peuvent être simplifiés en remp

θ0 par une approximation dans un sous-espace de dimension finie deH (par exemple en utilisant une base
fonctions B-splines).
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