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Résumé

On connait depuis longtemps l’existence de star-produits différentiels sur les variétés symplectiques. En particulie
depuis le tout début de la théorie des star-produits, que les variétés de dimension 2, comme la sphère, admettent des s
Cependant, on peut dire qu’on ne sait pas, même dans un cas aussi simple, construire des star-produits explicites.

Dans cette Note, on remarque que siP → M est un fibré principal de groupe structurelG admettant une connexion plate∇ et
siP est muni d’une formalitéG-invarianteF , on peut définir naturellement une formalité quotientF∨ surM . Ceci nous perme
de construire des formalités canoniques sur des exemples, dont les sphères, en partant de la formalité explicite de M. K
surRd . On définit ainsi un star-produit « canonique » sur la sphèreS2. Pour citer cet article : D. Arnal et al., C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Quotient formality. In this Note, we consider a principal fibre bundleP → M with structural groupG, endowed with a fla
connection. Supposing there is aG invariant formalityF onP , we can define a quotient formalityF∨ on the basisM of our
fibre bundle. We give a few examples, especially for the spheresSd . If d = 2, this defines a canonical differential star-prod
on the sphereS2. The construction of such a star-product was a classical and very old question in deformation theoryTo cite
this article: D. Arnal et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

L’étude des star-produits sur les variétés symplectiques et de Poisson remonte à [1]. L’existence
déformations pour les variétés de dimension 2 commeS2 est connue depuis J. Vey [11] et Neroslavsky
Vlassov [10]. Cependant la construction d’un star-produit explicite surS2 reste un problème délicat, bien qu
ait été abordé par de nombreux auteurs (par exemple dans [2,5,9] ou [3]). Pour d’autres variétés commeT ∗Sn, les
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réservés.
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fibrés cotangents aux variétés de Stieffel, un star-produit a été décrit très tôt (voir [1] et [8]) par passage au
du star-produit de Moyal sur un ouvert deR2d .

Dans [6], Kontsevich a prouvé l’existence de star-produit sur toute variété de Poisson comme sous-pr
celle de formalitéF sur toute variétéM.

Supposons maintenant queπ : P → M soit un fibré principal de groupe structurelG admettant une connexio
plate et queF soit une formalitéG-invariante surP . Nous montrons ici queF définit naturellement une formalit
quotientF∨ surM. Ce résultat permet de définir des formalités explicites par exemple sur les sphères, le
cotangents aux variétés de Stieffel et donc de définir des star-produits naturels sur ces variétés, pour toute
de Poissonα. Dans le cas des fibrés cotangents aux variétés de Stieffel et pour la forme de Liouville, on r
le star-produit de Lichnerowicz.

2. Formalités invariantes

Soit M une variétéC∞. Une formalitéF = ∑
Fn est une application non linéaire de l’espaceTpoly(M) des

tenseurs complètement antisymétriques surM vers l’espaceDpoly(M) des opérateurs multidifférentiels surM
entrelaçant les champs de vecteurs canoniques donnés par le crochet de Schouten ([·, ·]S) d’une part, le cobord
de Hochschild plus le crochet de Gerstenhaber ([·, ·]Ger) d’autre part. Autrement dit,F est donnée par une sui
d’applications linéairesFn :Sn(Tpoly(M)) → Dpoly(M) homogènes au sens que, siα1, . . . , αn sont des tenseur
d’ordrek1, . . . , kn, Fn(α1 ⊗ · · · ⊗ αn) est un opérateurm-différentiel avecm − 2 = ∑

ki − 2n et symétriques en
ce sens que

Fn(α1 ⊗ · · · ⊗ αi ⊗ αi+1 ⊗ · · · ⊗ αn) = (−1)kiki+1Fn(α1 ⊗ · · · ⊗ αi+1 ⊗ αi ⊗ · · · ⊗ αn).

Ces applications satisfont :F0(f1, f2) = µ(f1, f2) = f1f2, F1(α)(f1, . . . , fk) = 〈α,df1 ∧· · ·∧dfk〉 et l’équation
de formalité :∑

I�J={1,...,n}
±[

F|I |(αI ),F|J |(αJ )
]
Ger+

∑
i �=j

±Fn−1
([αi,αj ]S ⊗ α1 ⊗ · · · ⊗ ᾰi ⊗ · · · ⊗ ᾰj ⊗ · · · ⊗ αn

) = 0.

Supposons maintenant qu’un groupe de LieG agisse surM. On relève son action naturellement àTpoly(M) et à
Dpoly(M). Explicitement, siα = ∑

X1 ∧· · ·∧Xk est un tenseur, on poseg∗α = ∑
(g∗X1)∧· · ·∧ (g∗Xk) et on dira

queα est invariant sig∗α = α pour toutg dansG. SiD est un opérateur multidifférentiel,(g∗D)(f1, . . . , fm)|x =
D(f1 ◦ g, . . . , fm ◦ g)|g−1x et on dira queD est invariant sig∗D = D pour toutg dansG.

Soit maintenantF une formalité surM. On définit naturellement l’action deG surF par :(g∗F)n(α1 ⊗ · · · ⊗
αn) = g∗(Fn(g

−1∗ α1 ⊗ · · · ⊗ g−1∗ αn)).

Lemme 2.1(g∗F est une formalité).SiF est une formalité, alorsg∗F en est aussi une.

Définition 2.2 (Formalité invariante). On dira qu’une formalitéF estG-invariante sig∗F = F pour toutg deG.

3. Formalité quotient

Supposons queπ :P → M soit un fibré principal de groupe structurelG et soitD un opérateur multidifférentie
G-invariant surP . Si f1, . . . , fm sont des fonctionsC∞ sur M, la fonction D(π∗f1, . . . , π

∗fm) est G-
invariante. Il existe donc une unique fonction notéeD∨(f1, . . . , fm) sur M telle queπ∗(D∨(f1, . . . , fm)) =
D(π∗f1, . . . , π

∗fm).

Lemme 3.1(D∨ est un opérateur multidifférentiel).D∨ ainsi défini est un opérateur multidifférentiel surM et on
a, pour tout coupleD1, D2 d’opérateursG-invariants,[(D1)

∨, (D2)
∨]Ger = ([D1,D2]Ger)

∨.

Donnons-nous maintenant une connexion∇ du fibré principalP → M. Cette connexion nous permet de rele
les champs de vecteursX surM en des champs horizontaux̂X surP (voir par exemple [7]). Siα est unk-tenseur
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surM, on peut l’écrireα = ∑
X1 ∧ · · · ∧ Xk et donc le relever en unk-tenseur horizontal̂α = ∑

X̂1 ∧ · · · ∧ X̂k

surP .

Lemme 3.2(Le cas plat).Supposons que la connexion∇ soit plate. Alors: [α̂, β̂]S = [α̂, β]S, ∀α,β ∈ Tpoly(M).

Théorème 3.3(Formalité quotient).Soit π :P → M un fibré principal de groupe structurelG muni d’une
connexion plate∇. SoitF = ∑

Fn une formalitéG-invariante surP . Alors les formules:

F∨
n (α1 ⊗ · · · ⊗ αn) = (

Fn(α̂1 ⊗ · · · ⊗ α̂n)
)∨

définissent une formalitéF∨ surM appelée formalité quotient.

Démonstration. L’équation de formalité pourF∨ s’écrit :∑
I�J={1,...,n}

±[
F∨|I |(αI ),F∨|J |(αJ )

]
Ger+

∑
i �=j

±F∨
n−1

([αi,αj ]S ⊗ α1 ⊗ · · · ⊗ ᾰi ⊗ · · · ⊗ ᾰj ⊗ · · · ⊗ αn

)
=

∑
I�J={1,...,n}

±[(
F|I |(α̂I )

)∨
,
(
F|J |(α̂J )

)∨]
Ger

+
∑
i �=j

±(
Fn−1

([
α̂i , αj

]
S

⊗ α̂1 ⊗ · · · ⊗ ˘̂αi ⊗ · · · ⊗ ˘̂αj ⊗ · · · ⊗ α̂n

))∨

=
( ∑

I�J={1,...,n}
±[

F|I |(α̂I ),F|J |(α̂J )
]
Ger

+
∑
i �=j

±Fn−1
([α̂i , α̂j ]S ⊗ α̂1 ⊗ · · · ⊗ ˘̂αi ⊗ · · · ⊗ ˘̂αj ⊗ · · · ⊗ α̂n

))∨
= 0.

4. Exemples des sphères et des fibrés cotangents

La sphèreSd est la base du fibré principalπ :Rd+1−{0} → Sd de groupe structurel(R∗+, ·) : (λ, x) �→ λx(λ > 0,
x ∈ Rd+1). En réalisantSd comme la sous-variété deRd+1 formée par lesy de norme 1, on peut voir unk-tenseur
α surSd comme un tenseur deRd+1 tangent à la sphèreSd :

α =
∑

i1,...,ik

ai1...ik (y)∂i1 ∧ · · · ∧ ∂ik =
∑

j1,...,jk

bj1...jk (y)Xj1 ∧ · · · ∧ Xjk ,

où les Xj sont des champs fondamentaux de l’action de SO(d + 1) sur Rd+1 (par exemple, dans l’ouve
U = {y ∈ Sd, yd+1 > 0}, on peut choisir les champsXj = yj ∂d+1 − yd+1∂j , 1 � j � d). Alors α̂ est le tenseur :

α̂ = ‖x‖k
∑

i1,...,ik

ai1...ik

(
x

‖x‖
)

∂i1 ∧ · · · ∧ ∂ik =
∑

j1,...,jk

bj1...jk

(
x

‖x‖
)
Xj1 ∧ · · · ∧ Xjk .

D’autre part, dans [6], Kontsevich a défini surRd+1 une formalité explicite :

Fn(α1 ⊗ · · · ⊗ αn) =
∑

#∈Gn,m

w#B#(α1 ⊗ · · · ⊗ αn).

Cette formalité est invariante sous l’action du groupe des dilatations (voir [6]). On a donc :

Corollaire 4.1 (Formalité canonique sur la sphère).Sur la sphèreSd , il existe une formalitéF∨, SO(d + 1)-
invariante, quotient de la formalité de Kontsevich surRd+1, c’est à dire:

F∨
n (α1 ⊗ · · · ⊗ αn) =

∑
#∈Gn,m

w#

(
B#(α̂1 ⊗ · · · ⊗ α̂n)

)∨
.
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Ou, siα̂j = ∑
i1,...,ik

‖x‖kai1...ik
j (x/‖x‖) ∂i1 ∧ · · · ∧ ∂ik et si f̂k(x) = fk(x/‖x‖), alors :

F∨
n (α1 ⊗ · · · ⊗ αn)(f1, . . . , fm)(y) =

∑
#∈Gn,m

w#B#(α̂1 ⊗ · · · ⊗ α̂n)(f̂1, . . . , f̂m)|y.

En particulier, sid = 2, cette formalitéF∨ définit un star-produitSO(3)-invariant surS2 munie de la structure
symplectique définie par sa forme volume: ω = y1 dy2 ∧ dy3 + y2 dy3 ∧ dy1 + y3 dy1 ∧ dy2.

Si d = 2, S2 est une variété symplectique et le star-produit :

u ) v =
∞∑
n=0

h̄n

n! F
∨
n (ω ⊗ · · · ⊗ ω)(u, v)

est SO(3)-invariant. G. Dito a donné dans [4] le termeCK
2 (f, g) d’ordre 2 du produit de Kontsevich surRn.

Le calcul direct des quantitésCK
2 (ŷi, ŷj ) donne :CK

2 (ŷi , ŷj ) = ŷi ŷj . On en déduit que l’on a par exemp

ŷ1 ) ŷ1 = ŷ1
2 + h̄2ŷ1

2 + terme en̄h4 + · · · et ŷ1 ) ŷ2 = ŷ1ŷ2 + h̄ŷ3 + h̄2ŷ1ŷ2 + terme en̄h3 + · · · . Finalement, sur
S2, y1 ) y1 + y2 ) y2 + y3 ) y3 = 1 + h̄2 + terme en̄h4 + · · · .

Remarquons queS2 est aussi la base du fibré principal SU(2) → SU(2)/U(1) mais notre théorème ne s’appliq
pas à cette situation faute de l’existence d’une connexion plate.

Considérons maintenant les fibrés cotangents aux variétés de Stieffel décrits dans [8].

Corollaire 4.2 (Formalité sur les fibrés cotangents).Sur les fibrés cotangents aux groupes:

GL(n), SL(n), SO(n), SU(n), Sp(n), SO0(p, q), SU(p, q), Sp(p, q)

et aux variétés de Stieffel:

SO(n)/SO(p), SU(n)/SU(p), Sp(n)/Sp(p) (p � n), SO0(p, q)/SO0(p
′, q ′),

SU(p, q)/SU(p′, q ′), Sp(p, q)/Sp(p′, q ′) (p′ � p, q ′ � q),

il existe une formalitéF∨ définie par passage au quotient de la formalité de KontsevichF sur un ouvert
de Rn. Le star-produit qu’on en déduit lorsqu’on voit ces variétés comme des variétés symplectiques e
de Lichnerowicz.
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