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Résumé

Nous donnons un critére géométrique pour qu’une relation d’équivalence (a classes dénombrables) préservant une mesure ¢
probabilité ait la propriété (T) de Kazhdan, généralisant ainsi un résultat analogue de théorie géométrique desguoupes.
citer cet article: M. Pichot, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Simplicial conditions for rigidity of type Il 1 equivalence relationsWe give a geometric criterion for a probability measure
preserving equivalence relation with countable classes to have Kazhdan'’s property (T). This generalizes a similar theorem in
geometric group theorylo citethisarticle: M. Pichot, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
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Abridged English version

1. The ideas and concepts recently introduced by Gromov [8] in geometric group theory have led to a new proof,
as elegant as short, of the following theorem.

Theorem.Let I be a finitely presented group arfd= (S, R) be a finite triangular presentation df, such that
e ¢ SandS = S~1. Suppose that the link of T is connected and that the first positive eigenvalugfoé Laplacian
on) L is > 1/2. ThenI" has Kazhdan’s propert{T).

This proof has been presented by Ghys in [7]. In this Note we adapt it to typeekhsured equivalence relations.

2. We refer to [14] for details on the theorem and its history. It is inspired by the work of Garland [6] whose
main feature was to show the vanishing of certain cohomology groups associated with Bruhat—Tits buildings. First
consequences concerning property (T) have then been obtained independently by BallBangskmvski [2],
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Pansu [11] anduk [16]. The previous statement appeared in [2] and [16]. Note that before [7], proofs were based
on Guichardet’s lemma (that isF*H = (T')"), showing that every isometric action on an Hilbert space has a
fixed point ("F’H property”) — one could also follow this approach in the equivalence relations case. Let us finally
mention that, as shown by Gromov, a fixed point property much more generaFthais satisfied for groups
considered in the theorem, cf. [8, 83].

3. Let us first recall the definition of property (T) for equivalence relations.Rdbe a (countable classes)
measured equivalence relation on a standard Borel spaaéth quasi-invariant probability measuge (We refer
to the foundational paper [4] for an introduction to the subject.) Define property (T) formally in the same way as
in the group case:

Definition. R is said to haveKahzdan's property(T) if every representation weakly containing the trivial
representation strongly contains it, i.e., has nontrivial invariant vector fields.

Recall that if H is a measurable field of Hilbert spaces with base spacgf. [3]), a representationof
R in H is given by a family of unitary operators(x, y): H, — H, (x,y) € R, satisfying the composition
properties thatr (x, x) = Id andx (x, z) = 7 (x, y)7 (y, z) v-almost surely (where is the measure oR defined
by v(A) = fx #A*du(x), with A* = A N ({x} x X)) and the following measurability condition: given two
measurable vector fields n: X — H, the map(x, y) — (7 (x, y)&,|nx), is measurable. We say thats invariant
if w(x,y)&, =&, for almost every(x, y) € R. The Definition of “weak containment” is the object of the next
paragraph.

Property (T) has been introduced by Kazhdan in 1967 for discrete and Lie groups [9]. A definition for
equivalence relations has been given by Moore [10], and an intermediate definition in terms of actions of discrete
groups by Zimmer [15].

4. A vector fieldé : X — H is said to be(e, F)-invariantif || (x, y)&§, — & || <& almost surely orF C R; a
sequencé”: X — H of (¢,, F,)-invariant vector fields is said to lmost invariantf ¢, — 0 andvi(F,) - 1
for any probability measure; on R equivalent tov. Each of the properties (i)—(iv) in the following proposition
provides a definition of the notion of almost invariant sequenaendhry vector fields (the main feature being to
avoid mass dispersion whan— oo. Itis easy to see, e.g., that if we omit the hypoth§sig| ., < M in definition
(iv) below, then every representation would admit almost invariant unitary fields).

Proposition. Let R be a measured equivalence relation. The following properties are equivalent.

(i) [Zimmer] For all (or ong actions of a discrete group’ producingR, for all ¢ > 0 and finite subsek of I",

there existg € L (X, H), |||l = 1, suchthatfor ally € K, p{|(m(x, yx)& &) — 1| > €} <e.

(i) [Moore] There exists a sequen&® of almost invariant measurable vector fielis— H such thatj| £ || = 1
for almost every € X.

(i) [L®] There exists a sequen&® € L°°(X, H) of almost invariant measurable vector fields such that
[€"]loo = 1 and for all§ < 1, there exists’ > 0 such thatu{[|£"]| > 8} > §'.

(iv) [L?,1< p < oo] There exists a sequené e L>°(X, H) of almost invariant measurable vector fields such
IE" I, =1and||" || < M for afixedM.

With definition (iv) one can use standard arguments in property (T) theory to show that every relation obtained
by a Borel measure preserving action of a Kazhdan group has property (T), and that the converse is true if the
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action is assumed to be free [12]. This result was first obtained by Zimmer [15] (under “weak mixing” additional
assumption) and then by Popa [13, Theorem 4.1.7.].

5. We now recall the proof of the theorem, in the group case. Observe that concepts introduced by Gromov are
implicit in our presentation — details can be found in [8] and [7]; moreover we consider only the case of orbits of
I' in H (instead of more general equivariant mapgftp

First some definitions. Thiénk of 7 = (S, R) is the finite graph with vertices the generatSr&nd edges
the triangles inT, i.e., the couplegs,s’) such thats~1s’ € S. We assume that the link is connected. Let
nw:I" — U(H) be a unitary representation 6f. Therandom walk operatoon I" with coefficients inr is defined
by M = 13" ¢ t(s)m(s) and theLaplacianon L by Ay f (s) = f(s) — Tlg) > f(s"), wheref is a function from
Sto H, 7(s) the valence of in the link, ~ the adjacency relation and= ) z(s) is the number of triangles ifi.

We denote by, the first positive eigenvalue af ;. (which is easily seen to be independantrf

Let& € H be a unit vector. By hypothesis for gfl: S — H such thad ¢ f(s)t(s) =0, we have(Ar f|f)1 >
AM{f1f)1, where(f|g)1 = %Zs(f(sﬂg(s))r(s). Let us takef:s — m(s)é — ME&. Easy computations give
(fIf)r=1— (M%|¢) and (AL f|f)1=1— %ZS Yoo (m(sHE|m(s)E). Now the last equality amounts to
(AL flf)1=1— (ME£|&) by a change of variables (summing on the edges’ € S in the triangles(s’, 5)).

But M¢ is the barycenter itH of the pointsr(s)&, SOME =& & (ME|&) = 1. Suppose that does not contain
invariant vectors. SincéM?2¢|¢) < (M&|€)2, we obtain(M|&) < 1/A1 — 1 < 1. Thus every vector in the unit
sphere is contracted by at least by a factor/l.; — 1 and none of them can be almost invarianta

An adaptation of this proof to the type lequivalence relations case is presented in the French version.

1. Préliminaires

Soit X un espace borélien standard. Une relation d’équivalence a classes dénombrablestsiiteborélienne
si elle constitue une partie borélienneXe< X. Nous renvoyons a [4] pour une introduction détaillée. Rappelons
simplement qu’étant données une mesuret une relation borélienri® sur X, on peut définir deux mesures sur
R par les formules (A) = [, #A* du(x) eti(A) = [, #A, du(y) (A* = AN {x} x X), Ay, = AN (X x {y})).
On dit alors queR quasi-préservéresp.préserve i si v etv sont absolument continue (respvsk b).

Définition 1.1. Une relation d’équivalence mesuréest la donnée d'un borélien standaXd d’'une relation
borélienneR sur X, et d’'une mesure de probabilité quasi-présené&i . est invariante et si presque toutes
les classes sont infinies, on dira dReestde typell ;.

2. Triangulation des orbites d’une relation

Soit R une relation d’équivalence mesurée. On appfhaille mesurable de triangles non orientés sur
une partie borélienne symétrique de triplets de pointX diistincts etR-équivalents. A une telle famill& est
naturellement associée une «lamination» de dimension 1 et de trans\wérsatee aréte est présente entret
y si et seulement dix, y) se compléte en un triangle, y, z) € T. Les feuilles de cette lamination définissant
priori sur X une sous-relation d& et on dit queT est unetriangulation deR s'il s’agit de la méme relation.
(Ce type de structure est couramment utilisé depuis une vingtaine d’années, cf. [1,5] par exemple.)

On dira qu’une triangulation eéinie si la valence en chaque pointe X est uniformément majorée par une
constante& < co. Comme par définition chaque point &eest contenu dans un triangle (on suppose bien sir que
chaque classe contient au moins 3 points), on a

1<t(x)<7T
presque slirement sir, ol z (x) est le nombre de triangles contenant
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3. Propriété (T) de Kazhdan

SoientR une relation d’équivalence mesuréé,un champ mesurable d’espaces hilbertiens de Wasen
une représentation d& sur H. Suivant Moore [10], on dira qu’un champ de vectefitsX — H estunitaire
Si €]l = 1 presque sOrement s, et qu'il est(e, F)-invariantsi || (x, y)&, — &l < & presque sirement sur
F Cc R. Une famille¢” : X — H de champs de vecteu(s,, F,)-invariants est dit@resque invariantsi ¢, — 0
etv1(F,) — 1 pour une mesure de probabilitésurR équivalente a&.

Définition 3.1.0On dit queR a lapropriété(T) de Kazhdarsi toute représentation qui contient une famille presque
invariante de champs unitaires contient des champs invariants non triviaux.

4. Représentations et marche aléatoire sur les orbites

Fixons maintenant une relation d’équivaleriRede type I et une triangulation finid de R. SoientH un
champ mesurable d’espaces hilbertiens de Baser une représentation d@ sur H. On considére I'espacg®
des champs mesurablesX — H de carré intégrable pour le produit scalaire

1
(Elmo= ;/(%“xlnx)f(X)dM(X),
X

(r= fX 7(x) du(x) est le nombre moyen de triangles sret on définit 'opérateuM,, demarche aléatoire sur
les orbites deR a coefficients dans par I'expression

1
Mak x> = Y T TR E,

(x,y)eT

ou t(x,y) est le nombre de triangles adjacents a l'arétey) dans la triangulation. Commﬁ(Mns)xHﬁ <
Tlx) Y eper T VIIE 12, il S'agit d'un opérateur hermitien bori@ — €° de norme< 1.

Proposition 4.1.Un champ unitairet est invariant si et seulement &M, £|&)o = 1. Etant donnée une famille
presque invarianté, de champs unitaires, on@1,&,1&,)0 — 1.

Démonstration. (M- &) €tant le barycentre des points (pondérggy, y)&, de la sphére unité dé/,, on a
(ME|E)o=1% ||(Mz&)s|x =1« & estT D-invariant< & est invariant.

Soit &, € C° une suite de champs unitairés,, F,)-invariants, avee, — 0 etvi(F,) — 1. Alors v(F, N
TD) 5 w(TD) et (M £,|€,)0 — 1 enintégrant. O

5. Marche aléatoire sur le link

Soit R une relation d’équivalence de type ladmettant une triangulation finie. Etant donnérx € X, on
considére le graphe fini, dont les sommets sont les points Headjacents & dansT et les arétes celles de

T reliant ces sommets. Le laplacien sur les fonctionsf : L)(CO) — C (ou a valeurs dans un champ d’espaces de
Hilbert) est donné par :

1
T(x,y)

Avf)=fQ) —

Y f@.

z~y

ouz~y Si(x,y,z) estun triangle d .
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Le link de T est par définition le champ des graphes finig.,, x € X. LensembleL© de ses sommets
s'identifie naturellement & la famill#® c R des arétes définies pdr via (x,y) — y € Lﬁo). Considérons
I'espace de HilberC! des fonctions mesurablég® — C (ou & valeurs dans un champ hilbertien) de carré
intégrable pour le produit scalaire

1
Flen=7 [ X (Feelstnlrer ) duc).
X (ry)er®
CommeT est finie, le champl,, x € X, s'integre en un opérateur positif borné
A:cl— ct.
Si L estconnexe(i.e., L, est presque slrement connexe), son noyau est I'espace des champs de la forme
f(x,y) =&, pour un chamg : X — C de carré intégrable sux. Notons que|| f||1 = || ]lo- Notons également

que du fait qu’il n'y a (presque srement) qu’un nombre fini de configurations possibles pour les dgrajibas
7(x) < T), le spectre der est une partiéiniede[0, 2].

Définition 5.1.0n appellgoremiére valeur propre d&, et on notev1(L), la premiére valeur propre non nulle de

Si I' est un groupe discret agissant cocompactement sur un complexe simplagadiimension 2 et si cette
action est transitive sur les sommets, toute relation de typ@rbduite parl” sur un espace hérite d'une
triangulation finie naturelle, définie pat = X x Y@ /I" (action diagonale dé"). La premiére valeur propre
du link deT est alors la valeur propre minimale non nulle des link§’de

6. Théoréme principal

Théoreme 6.1.So0it R une relation de typdl 1 admettant une triangulation finie de linkk connexe. On suppose
queri(L) > 1/2. Alors R possede la propriétél) de Kazhdan.

Démonstration. Soit 7 une représentation d& ne contenant pas la représentation triviale. Etant donnée une
triangulation finieT' on a pour toute fonctiorf : TV — H telle quez(x,y)em) f(x, y)t(x, y) =0 pour presque
toutx € X,

(Af1 )1 =2l f1 )1
ol i1 = A1(L). Soité € €% un champ unitaire. Il est facile de voir que potr(x, y) - m(x, »é&, —MzE(x),ona
(flf)r=1—(M2g|E),.

Il suffit en effet d'intégrer I’égalité(fx|fx)L;o) = 1(x) — (Mj%éxléx)xr(x), ou par définition(fx|gx>L)<ro> =
D eper@(f (. y)lglx, y))t(x, y). D'autre part un calcul ax fixé montre que(Axfxlfx)L@ =1(x) —
Z(x,y)erm Z(xyz)w(x,y)m(y,z)szlsy)y. Il en résulte, aprés intégration s et changement de variable
fx Z(x,y)eT(l) e du(x) = fx Z(x,y)erm ---du(y),quelona

(Af1f)1=1~ (Mr§|&)o.
Or (MZ£1)0 < (Mx£|€)§ et(Mx£[£)o # 1, donc
(Mx£|E)o < 1/a1—1<1,

d’ou le résultat. O
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Remarque. Nous reprenons ici implicitement des concepts introduits par Gromov [8] (en nous restreignant aux
orbites deR sur H). Notamment la quantitéAf| f)1 =1 — (M £|&)o est I'énergie de 'orbite dé relativement &

la marche aléatoiréf, enun pas, etf|f)1=1— (Mﬁélé)o est I'énergie de cette orbite relativement a la marche

en deux pas (cf. [8] et [7] pour plus de détails).
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