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Résumé

Nous considérons l’équationut =�ϕ(u), oùϕ ∈ C3(0,∞) est croissante. Sous l’hypothèseν · sϕ′′(s)/ϕ′(s) � γ pour un
γ > 0 et ν ∈ {−1;1}, nous montrons l’estimationν · du/dt � −u/γ t . Ce résultat améliore les estimations donnée par M
Crandall et M. Pierre (dans J. Funct. Anal. 45 (1982) 194–212) pour cette équation.Pour citer cet article : E. Chasseigne, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

An Aronson–Bénilan estimate. We consider the equationut = �ϕ(u), whereϕ ∈ C3(0,∞) is increasing. Under th
conditionν · sϕ′′(s)/ϕ′(s)� γ for someγ > 0 andν ∈ {−1;1}, we prove the estimateν · du/dt � −u/γ t . This result improves
the estimates given by M.G. Crandall and M. Pierre (in J. Funct. Anal. 45 (1982) 194–212) for this equation.To cite this article:
E. Chasseigne, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In [1], Aronson and Bénilan show an estimate for the equationut = �(uα), 0< α < 1: any solution inR
N

satisfies:

ut

u
� 1

(1− α)t , (1)

and a similar bound from below holds also under some conditions. These bounds are in fact estimate
speed of the semi-groupu(t)= etAu0, generated byA(u) := −�(uα) and were used by various authors to der
postivity properties, and regularity of the free-boundaries whenα > 1 (we refer to the survey papers [5] and [7] f
further references on the subject).

Adresse e-mail :echasseigne@univ-tours.fr (E. Chasseigne).
1631-073X/03/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00255-3
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Crandall and Pierre [2,3] have extended these estimates to a more general framework including the
ut =�ϕ(u), under some hypothesis onϕ: if there existsν ∈ {−1;1} andm> 0 such thatm(ϕ′)2 � ν(ϕ · ϕ′′), the
following estimate holds for solutions:

ν · du

dt
� − 1

mt

ϕ′(u)
ϕ(u)

. (2)

In the caseν = 1 (which corresponds to convex functionsϕ), the hypothesis implies thatϕ(u)/ϕ′(u)� (1−m)u,
which leads to the estimate

ut

u
� −1−m

mt
. (3)

Unfortunately, in the concave caseν = −1, (2) does not allow for a direct estimate ofut/u, unless we add th
condition−ϕ · ϕ′′/(ϕ′)2 �M for someM > 0. In this last case, we obtain:

ut

u
� 1+M

mt
. (4)

The aim of this Note is to obtain a direct estimate ofut/u for the equationut =�ϕ(u), that does not involve th
ratioϕ(u)/ϕ′(u). Moreover, our hypotheses are a little bit more general than those in [3], and our result im
especially the concave case. Our method is also different, based on the equation satisfied byut/u, as in [1].

We assume in this Note that the functionϕ belongs to the classF = {ϕ ∈ C3(0,∞), ϕ′ > 0}.We deal with limit
solutions of

du

dt
=�ϕ(u) inΩ × (0, T ), (5)

whereΩ is bounded and regular, orΩ = R
N . These solutions are obtained as limits of classical solutions to

regularized Cauchy–Dirichlet problem:{
ut =�ϕ(u) inΩ × (0, T ),
u(x, t)= ε on∂Ω × (0, T ),
u(0)= u0 inΩ,

(6)

with ε > 0,u0 ∈ C∞
ε (

Ω)= {u0 � ε, u0 − ε ∈ C∞
0 (

Ω)}. It is well known that such solutions of (6) do exist and th
they are uniquely determined byu0 andε (see [4]). Then here is our result:

Theorem 0.1. Letϕ ∈F , ν ∈ {−1;1} and assume there exists aγ > 0 such that

γ � ν · uϕ
′′(u)

ϕ′(u)
. (7)

Then any limit solutionu of (5) satisfies the estimate

ν · du

dt
� − u

γ · t in Ω × (0, T ). (8)

In the model caseϕ(u) = uα , we recover the results of [1], but the theorem applies also to functions
ϕ(u) = (arctanu)α , 0< α < 1. Also, the caseϕ(u) = ln(u) is allowed which givesγ = 1, ν = −1 (hence we
recover a result of [6]). This last example cannot be dealt with the method of [3] since the ratioϕ · ϕ′′/(ϕ′)2
degenerates near the origin.
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1. Introduction

Dans [1], Aronson et Bénilan montrent une estimation de type semi-groupe homogène pour l’équatiout =
�(uα), 0< α < 1 : toute solution de cette équation dansR

N vérifie

ut

u
� 1

(1− α)t , (9)

des bornes inférieures étant également obtenues. Ce sont en fait des estimations de la vitesse du semi-grou(t)=
etAu0, engendré parA(u) := −�(uα), puisque l’on obtient une estimation de d/dt (ln(u)). Ce type d’estimation
permet de déduire des propriétés qualitatives des solutions telles que positivité, régularité des frontières libr
α > 1, etc. Nous renvoyons le lecteur aux articles généraux de Peletier [5] et Vazquez [7] pour plus d’expl
et de références à ce sujet.

Crandall et Pierre [2,3] ont ensuite étendu ces estimations, entre autre à l’équationut = �ϕ(u), sous des
hypothèses assez générales surϕ : s’il existe ν ∈ {−1;1} et m > 0 tels quem(ϕ′)2 � ν(ϕ · ϕ′′), alors on a
l’estimation

ν · du

dt
� − 1

mt

ϕ′(u)
ϕ(u)

. (10)

En fait, dans le casν = 1 (qui correspond àϕ convexe), la borne inférieure surϕ · ϕ′′/(ϕ′)2 implique que
ϕ(u)/ϕ′(u)� (1−m)u, ce qui entraîne

ut

u
� −1−m

mt
. (11)

Ainsi, dans le cas modèle on am= (α − 1)/α > 0 (avecα > 1), ce qui redonne une estimation bien connue p
les milieux poreux. Malheureusement, dans le casν = −1 (qui correspond à la diffusion rapide 0< α < 1), (10)
ne donne pas une estimation directe deut/u, sauf si nous imposons en outre−ϕ · ϕ′′/(ϕ′)2 �M pour unM > 0.
Dans ce cas, l’estimation obtenue prend la forme :

ut

u
� 1+M

mt
. (12)

Notre but ici est donc d’obtenir directement une estimation deut/u pour l’équationut = �ϕ(u), sans passe
par le rapportϕ(u)/ϕ′(u). Nos hypothèses sont un peu plus générales que celles de [3], et notre résultat
une amélioration surtout dans le cas concave. La méthode que nous employons est également différen
sur l’équation satisfaite parut/u, comme dans [1].

2. Ennoncé du résultat et commentaires

Nous supposerons dans cette Note que la fonctionϕ appartient à la classe générale suivante :

F = {
ϕ ∈ C3(0,∞), ϕ′ > 0

}
,

et nous étudions les solutions limites positives (au sens large) de l’équation

du

dt
=�ϕ(u) dansΩ × (0, T ), (13)

oùΩ est borné régulier ouRN . Nous ne nous intéressons pas ici aux conditions d’existence de telles solutio
peuvent impliquer la fonctionϕ et la donnée initiale éventuelle.
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En revanche, par solution limite, on entend toute solution distribution obtenue comme limite lorsqueε → 0+
du problème suivant :{

ut =�ϕ(u) dansΩ × (0, T ),
u(x, t)= ε sur∂Ω × (0, T ),
u(0)= u0 dansΩ,

(14)

oùu0 ∈ C∞
ε (Ω)= {u0 � ε, u0 − ε ∈ C∞

0 (Ω)}. On sait que ce problème régularisé admet des solutions régul
uniquement déterminées paru0 et ε (voir par exemple [4]). Voici notre résultat, mis sous une forme similai
celle de [3] (le casν = −1 correspond à desϕ concaves etν = +1 au cas convexe) :

Théorème 2.1. Soitϕ ∈F , ν ∈ {−1;1} et supposons qu’il existeγ > 0 tel que

γ � ν · uϕ
′′(u)

ϕ′(u)
. (15)

Alors toute solution limiteu de(13)vérifie l’estimation:

ν · du

dt
� − u

γ · t dansΩ × (0, T ). (16)

Donnons tout d’abord quelques exemples de fonctions pour lesquelles le Théorème 2.1 fournit des est
L’exemple typique est fournit par la fonctionϕ(u)= uα , α �= 1, pour laquelleγ = |α−1|, ce qui redonne le résulta
de [1].

La fonctionϕ(u)= arctan(u) ne convient pas car linéraire à l’origine (ce qui entraîneγ = 0), mais une petite
perturbation est possible, par exempleϕ(u)= arctan(u)α , 0< α < 1.

Le choix ϕ(u) = ln(u) nous fournit un exemple de fonctionϕ qui n’est pas continue jusqu’à l’origine
Néanmoins on obtient l’estimation (16) avecγ = 1 et ν = −1 pour les solutions limites. Signalons que da
ce cas particulier, des conditions de non-intégrabilité suru0 sont nécessaires pour avoir l’existence d’une solu
en dimensionN = 2 (voir [6]).

Expliquons maintenant en quoi nos hypothèses sont un peu plus générales que celles de [3]. Dans le ca
l’hypothèse faite dans [3] :m(ϕ′)2 � −(ϕ · ϕ′′) entraîne :(ϕ/ϕ′)′ �m+ 1. On obtient donc

uϕ′′(u)
ϕ′(u)

� m

m+ 1
, (17)

ce qui redonne notre hypothèse avecγ = m/(m + 1). De plus, en reprenant l’exempleϕ(u) = ln(u), on a un
exemple de fonction concave qui n’entre pas dans le cadre de [3], mais que nous pouvons traiter ici :

ϕ(u)= ln(u) ⇒ inf

{
−ϕ(u) · ϕ

′′(u)
ϕ′(u)2

}
= −∞ mais inf

{
−uϕ

′′(u)
ϕ′(u)

}
= 1. (18)

Signalons tout de même que les estimations de [3] fonctionnent dans un cadre semi-groupe bien plu
que celui que nous traitons ici.

3. Preuve du Theorème 2.1

La démonstration du théorème procède en plusieurs étapes. On commence comme dans [1] par former
satisfaite par la variablep = ut/u.

Lemme 3.1. Soitu une solution régulière et positive deut =�ϕ(u). Alorsp = ut/u vérifie:

L(p)≡ pt − ϕ′(u)�p− 2A(u)∇u∇p− p2
[
uϕ′′(u)
ϕ′(u)

]
− B(u)|∇u|2p = 0, (19)
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A(u)=
[
ϕ′′(u)+ ϕ′(u)

u

]
, B(u)=

[
ϕ′′(u)
u

− ϕ′′2(u)
ϕ′(u)

+ ϕ′′′(u)
]
. (20)

Démonstration. On utilise d’abord les identités suivantes :p = (�ϕ(u))/u, pt = (�(utϕ(u)))/u − p2, ce qui
donne

pt = p�ϕ′(u)+ 2
∇ϕ′(u)∇ut

u
+ ϕ′(u)�ut

u
− p2. (21)

En utilisant de plus les formules :∇ut = p∇u+ u∇p, et�ut = p�u+ u�p+ 2∇u∇p, on obtient ainsi

pt = ϕ′(u)�p+ 2∇u∇p
[
ϕ′′(u)+ ϕ′(u)

u

]
+ C(u)= 0, (22)

avecC(u)= p�(ϕ′(u))+ 2ϕ
′′(u)
u
p|∇u|2 + ϕ′(u)

u
p�u− p2. En utilisant les relations

ϕ′(u)�u= up− ϕ′′(u)|∇u|2, �
(
ϕ′(u)

) = ϕ′′′(u)|∇u|2 + ϕ′′(u)�u, (23)

on aboutit àC(u) = p|∇u|2(ϕ′′(u)/u + ϕ′′′(u) − ϕ′′(u)2/ϕ′(u)) + p2uϕ′′(u)/ϕ′(u), ce qui donne exacte
ment (19). ✷

Dans la suite, on noteK(a,b) = sup{B(u), a � u � b}, qui est fini pour tout 0< a � b < ∞ puisque
ϕ ∈ C3(0,∞). Nous allons maintenant montrer l’estimation voulue sur un petit intervalle de temps p
problème non dégénéré (14).

Lemme 3.2. Soit ϕ ∈ F , satisfaisant les hypothèses du Théorème2.1, et soientc > 1/γ , ε > 0 fixés. On
noteuε la solution de(14) avecu0 ∈ C∞

ε (
Ω). Alors il existe un tempst0(c, γ,M,K), avecK = K(ε,maxu0),

M = maxQT |∇uε|2 tel que:

ν · duε
dt

� −cuε
t
, pour toutt ∈ (0, t0). (24)

Démonstration. Supposonsν = −1 pour fixer les idées et notons tout d’abord que le problème (14) adme
unique solution régulière pour toutu0 ∈ C∞

0 (Ω) et toutε > 0 [4]. Nous cherchons une sur-solution de (19) de
formep∗(x, t)= c/t , ce qui donne :

L(p∗)= − c

t2
− c2

t2

[
uϕ′′(u)
ϕ′(u)

]
− c

t
B(x, t)|∇u|2. (25)

Puisqueε � uε � maxu0 (par principe de maximum), il est clair queB(u)�K, qui est fini. Ainsi,

L(p∗)� − c

t2
+ γ c

2

t2
−MK · c

t
. (26)

La sur-solution n’est donc pas globale, mais néanmoins, puisquec > 1/γ , il existe un tempst0 = t0(c, γ,M,K)

tel queL(p∗)� 0. Plus précisemment,t0 = (γ c− 1)/(MK) > 0. Ainsi,p∗ est une sur-solution du problème s
(0, t0) avec valeur+∞ en t = 0. De plus, puisqueuε = ε sur le bord,pε = 0<p∗ sur∂Ω × (0, t0). Donc

pε = ∂tuε

uε
� p∗ = c

t
dansΩ × (0, t0), (27)

ce qui donne bien (24) dans le casν = −1. Le casν = 1 se traite de la même façon, en cherchant une sous-so
de la formep∗ = −c/t . ✷
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Nous en venons maintenant à la démonstration de notre résultat :

Preuve du Théorème 2.1. Il est clair que toute solution régulièreu de (13) peut être approchée par une suiteun du
problème (14) avecε = 1/n vérifiant maxQT |∇un|2 �M(u0, n,Ω) =Mn <∞ etKn = K(1/n,maxu0) <∞.
Nous appliquons alors le Lemme 3.2 : pour toutc > 1/γ , il existe un tempst0(c, γ,Mn,Kn) > 0 tel que

ν · dun
dt

� −cun
t

dansΩ × (0, t0). (28)

Considérons maintenant la fonctionvn(x, t) = un(x, t + t0/2). Alors vn est une solution régulière de l’équatio
avec maxQT−t0/2 |∇vn|2 � Mn. De plus, la même borneKn reste valable pourB(vn) sur [0, T − t0/2] puisque
l’on a également 1/n � v � maxu0. Notons quevn(0) = un(t0/2) � 1/n par principe de maximum et qu
vn(0) ∈ C∞

1/n(Ω). Donc la même estimation est valable pourvn sur(0, t0). Cela montre que (28) est en fait valab
pourun sur tout l’intervalle(0,3t0/2). Par une itération immédiate sur des intervalles de temps de longueur fit0,
on en déduit

ν · dun
dt

� −cun
t

dansΩ × (0, T ). (29)

Puisquec > 1/γ est arbitraire, nous passons à la limite quandc → 1/γ pour obtenir l’estimation (16) su
chaqueun. Finalement, lorsquen → +∞, nous obtenons la même estimation globale pouru, ce qui termine
la preuve du Théorème 2.1.✷
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