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Résumé

Dans cette Note, nous démontrons un résultat d’existence d’une sélection continue pour les applications multivoque
non nécessairement convexes, mais qui sontcontinûment contractiles: une notion que nous définissons dessous.Pour citer cet
article : Y. Askoura, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Existence of a continuous selection for multivalued maps with not necessarily convex values.In this Note, we
prove a continuous selection existence result for the multivalud maps with not necessarily convex values, butcontinuously
contractible, a notion that we define below.To cite this article: Y. Askoura, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction et préliminaires

Plusieurs résultats de l’analyse non linéaire qui nécessitent la convexité (existence des sélections co
du point fixe, inégalité de Ky Fan, etc.) ont été généralisés grâce à la généralisation de la convexité (vo
et [4]). Nous devons cela à Horvath [1], qui a introduit lesc-structures: des structures qui gardent les proprié
nécessaires de la convexité classique.

Dans cette Note, nous prouvons un résultat d’existence des sélections continues, en utilisant unique
propriété de la convexité classique.

Nous tenons à préciser que plusieurs éléments de démonstrations utilisés dans notre travail s
essentiellement de [3] et [1].

SoientX, Y deux espaces topologiques etT :X → Y une application multivoque,f :X → Y, une application
univoque,Df désigne le domaine de définition def .
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Posons poury ∈ Y , T −1{y} = {x ∈ X, y ∈ T x}, pourA ⊂ X, GrA T = Gr T ∩ A × Y où GrT désigne le
graphe deT . Dans toute la suite de ce papier les sous-ensembles sont munis de la topologie induite.

Définition 1.1.Nous dirons queT est continûment contractile si∀y ∈ Y tel queT −1{y} �= ∅, il existe une fonction
continueMy : GrT −1{y} T × [0,1] → Y satisfaisant aux conditions :

A1 : ∀(x, z) ∈GrT −1{y}T , My(x, z,1)= z etMy(x, z,0)= y.

A2 : ∀x ∈ T −1(y), ∀z ∈ T x, My(x, z, [0,1])⊂ T x.

Il est clair que siY est un espace vectoriel topologique etT x est convexe∀x ∈ X, alors,My(x, z, t) =
y + t (z− y) vérifie les conditions précédentes.

Exemple 1.SoitC le cercle unité deR2, q ∈C etθq ∈R tel que(cos(θq),sin(θq))= q . Considérons la fonctionΨ ,
définie comme suit :

Ψ : ]θq − π, θq + π[ →C\{−q},
θ �→ (

cos(θ),sin(θ)
)
,

où−q = (−cos(θq),−sin(θq)).
Ψ est une bijection continue.Ψ−1 sera d’une façon évidente continue.
SoitX un espace topologique. Définissons la fonctionM ′

q :

M ′
q :X ×C\{−q} × [0,1] → C\{−q},

(x,p, t) �→ Ψ
(
tΨ −1(p)+ (1− t)θq

)
,

M ′
q est continue et ne dépend pas de la variablex.

Soit S :X → R2 une application multivoque à images contractiles telle queSx ⊂ C, ∀x ∈ X. Pour toutx
appartenant àX, Sx sera donc un arc. Supposons en plus que les longueurs des arcSx, x ∈ X, sont inférieures
strictement àπ ; i.e.p ∈ Sx ⇒ −p /∈ Sx.

On vérifie facilement que∀q ∈ R2 tel que S−1{q} �= ∅, la fonctionMq = M ′
q |Gr

S−1{q} S×[0,1], vérifie les
conditions A1 et A2 de la Définition 1.1.S est donc continûment contractile.

Définition 1.2 [3]. ConsidéronsI un ensemble quelconque d’indices et la famille{ei, i ∈ I } abstraite dont les
éléments sont supposés indépendants (au sens algébrique). PosonsE = {x = ∑

i∈I xiei, {xi, i ∈ I } est une famille
de nombres réels au nombre fini d’éléments non nuls}.

On muniE des deux opérations :

(1) x + y = ∑
i∈I (xi + yi)ei ,

(2) λx = ∑
i∈I (λxi)ei ,

et de la norme‖x‖ = (
∑

i∈I |xi |2)1/2, oùx = ∑
i∈I xiei , y = ∑

i∈I yiei ∈E etλ ∈R.

E devient ainsi un espace vectoriel normé.
Pour toutJ �= ∅, J ⊂ I , notons∆J = co{ej , j ∈ J } = {x = ∑

i∈J xiei ∈ E,
∑

i∈J xi = 1 etxi � 0, ∀i ∈ J }.
Pour tout sous-ensemble finiJ deI contenant au moins deux éléments, on a :
La frontière de∆J est∂∆J = ⋃

i∈J ∆J \{i}.
Voir [3] pour plus de détails surE et les opérations sur les∆J .
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s,
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Définition 1.3.Nous dirons queT vérifie la propriété de locale intersection si :∀x0 ∈ X, ∃Vx0 un voisinage dex0
tel que

⋂
x∈Vx0

T x �= ∅.

Définition 1.4.Nous dirons qu’une fonctionϕ :X → Y est une sélection deT si ϕ(x) ∈ T x, ∀x ∈X.

L’abréviation s.c.s. signifie : semi-continue supérieurement.

2. Existence d’une sélection continue

Théorème 2.1. SoientX un espace métrique,Y un espace normé etS :X → Y une application multivoque
satisfaisant aux conditions suivantes:

(i) ∀x ∈ X, Sx est non vide et fermé.
(ii) S est s.c.s., possède la propriété de locale intersection et elle est continûment contractile.

Alors,S possède une sélection continue.

La démonstration de ce théorème est divisée en étapes : nous montrons en premier lieu le Lemme 2.
Lemme 2.3 en utilisant le Lemme 2.2, ensuite le Lemme 2.4 en utilisant le Lemme 2.3, et enfin le théor
utilisant le Lemme 2.4.

Lemme 2.2. En plus des hypothèses du théorème précédent, soient: K = {1, . . . , n} (sans perte de généralité
nous considéronsK comme un sous-ensemble deI ), y1, y2, . . . , yn ∈ Y , f :X × ∂∆K → Y une fonction continue
telle que∀x ∈X, ∀i ∈K, f (x, ei)= yi . Supposons que:

∀L�K, f (x, ei) ∈ Sx, ∀i ∈ L �⇒ f (x,∆L)⊂ Sx. (1)

Alors,∃g :X ×∆K → Y , un prolongement continu def vérifiant:

∀L⊂K, g(x, ei) ∈ Sx, ∀i ∈L �⇒ g(x,∆L)⊂ Sx. (2)

Lemme 2.3. SoientK = {1, . . . , n}, K ′ = K ∪ {n + 1} (sans perte de généralités, nous considéronsK et K ′
comme des sous-ensembles deI ), y1, y2, . . . , yn, yn+1 ∈ Y , f :X × ∆K → Y une fonction continue telle qu
∀x ∈ X,f (x, ei)= yi,∀i ∈ K. Supposons que:

∀J ⊂K, f (x, ei) ∈ Sx, ∀i ∈ J �⇒ f (x,∆J )⊂ Sx. (3)

Alors,∃f̃ :X ×∆K ′ → Y , un prolongement continu def vérifiant: ∀x ∈X,f (x, en+1) = yn+1 et

∀J ⊂K ′, f̃ (x, ei) ∈ Sx, ∀i ∈ J �⇒ f̃ (x,∆J )⊂ Sx. (4)

Lemme 2.4.Soient{yi, i ∈ I } ⊂ Y . Alors,∃f :X ×∆I → Y , f (x, ei) = yi,∀x ∈X,∀i ∈ I , de plus:

∀J ⊂ I, J fini, f est continue surX ×∆J et vérifie

f (x, ei)= yi ∈ S(x), ∀i ∈ J �⇒ f (x,∆J ) ⊂ S(x). (5)
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