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Résumé

Nous étudions les processus linéaires hilbertiens à partir d’une définition basée sur la décomposition de Wold, et ut
sous-espaces clos au sens de Fortet.

Les processus considérés sont alors de la forme

Xn = εn +
∞∑
j=1

λj (εn−j ), n ∈ Z,

où (εn) est un bruit blanc hilbertien et(λj ) une suite d’opérateurs linéaires éventuellementnon bornés. Nous fournissons un
condition nécessaire et suffisante pour queλj soit bornée.

Des modèles particuliers (autorégressifs, moyennes mobiles) sont envisagés et des exemples spécifiques sont doPour
citer cet article : D. Bosq, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Linear functional processes and prediction.We study linear processes in Hilbert spaces in the context of linearly cl
subspaces in the sense of Fortet.To cite this article: D. Bosq, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

We discuss a general definition of linear processes in Hilbert spaces that takes into account the outstan
played by this model in prediction theory.

Actually this definition is based on the Wold decomposition of a weakly stationary process(Xn) with values in
a Hilbert spaceH . It leads to processes of the form

Xn = εn +
∞∑
j=1

λj (εn−j ), n ∈ Z, (1)
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where(εn) is aH -white noise and(λj ) a sequence of (possibly)unboundedlinear operators. A necessary a
sufficient condition for boundedness ofλj is given.

As applications we study generalH -moving average processes,H -autoregressive processes andH -Markov
processes in the wide sense.

Specific examples are given.

1. Projection sur un sous-espace clos

Soit (H,‖ · ‖, 〈·, ·〉) un espace de Hilbert réel séparable et (L,‖ · ‖L) l’espace des opérateurs linéaires conti
de H dansH muni de sa norme usuelle.L2

H = L2
H(Ω,A,P ) est muni de son produit scalaire E〈X,Y 〉.

PourX,Y ∈ L2
H on définit l’opérateur de covariance croiséeCX,Y = E(〈X, ·〉Y ) et l’opérateur de covarianc

CX(·)= CX,X(·). Dans la suite les v.a. sont supposées centrées, sauf avis contraire.
Suivant Fortet [4] on dit queG, sous-espace vectoriel fermé deL2

H , estclossiX ∈ G, � ∈ L entraînent�(X) ∈ G.
Le sous-espace clos engendré par une famille(Zi, i ∈ I) d’éléments deL2

H est notéc(Zi, i ∈ I) et son projecteu
orthogonalΠc(Zi). Si G est clos etY ⊥ G alorsCX,Y = 0 pour toutX dansG (orthogonalité forte).

Modifiant légèrement une définition de Fortet [4] on dit queA est dominé parB (A≺ B) s’il existeα � 0 tel
que‖A(x)‖ � α‖B(x)‖, x ∈H , (A,B ∈L).

Lemme 1.1.A ≺ B si et seulement si il existeR ∈ L tel queA = RB. La conditionR = 0 sur B(H)⊥ assure
l’unicité deR.

Maintenant siX,Y ∈ L2
H on aΠ(X)(Y )= λ(X) (p.s.) oùλ n’est pas nécessairement continue. En appliqua

Lemme 1 on obtient la

Proposition 1.2.Les conditions suivantes sont équivalentes

CX,Y ≺ CX, (2)

(∃� ∈L): Πc(X)Y = �(X) (p.s.). (3)

Corollaire 1.3. Soit(Zn) une suite deH -variables aléatoires deux à deux fortement orthogonales et soitY ∈ L2
H .

Les conditions suivantes sont équivalentes:

CZn,Y ≺ CZn, n� 1, (4)

Πc((Zn))(Y )=
∑
n�1

�n(Zn) où�n ∈L, n� 1. (5)

2. Décomposition de Wold etH -processus linéaires

Soit (Xn) unH -processus (faiblement) stationnaire (i.e.CXt ,Xt+h = Ch, t ∈ Z;h ∈ Z). On pose

εn =Xn −ΠMn−1(Xn), n ∈ Z, (6)

où Mn−1 = c(Xs, s � n − 1). Si (Xn) est régulier (i.e.σ 2 = E‖εn‖2 > 0), alors(εn) est unH -bruit blanc
(Eεn = 0,Cεn,εm = δn,mCε0) et c’est l’innovation de(Xn).

SoitJn le sous-espace clos engendré parεs , s � n, la décomposition de Woldde(Xn) s’écrit

Xn =ΠJn(Xn)+ΠJ ⊥
n (Xn), (7)

avec des propriétés analogues à celles qui figurent dans [3] pour le cas réel.
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Lemme 2.1.Soit(Xn) unH -processus stationnaire régulier. Les conditions suivantes sont équivalentes:

Xn =ΠJn(Xn), n ∈ Z, (8)

Mn = Jn, n ∈ Z, (9)

ΠMn−1(Xn)=ΠJn−1(Xn), n ∈ Z. (10)

Définition 2.2.UnH -processus stationnaire régulier est ditlinéaires’il vérifie (8), (9) ou (10).

Le processus s’écrit alors sous la forme (1). Si les(εn) sont équidistribués lesλj ne dépendent pas den. On
retrouve la définition usuelle si et seulement siCεn−j ,Xn ≺ Cεn−j , j � 1, n ∈ Z (cf. le Corollaire 1).

Exemple 1.Étant donnée une suite de processus linéaires réels :

Xn,k =
∞∑
j=0

aj,kXn−j,k + εn−j,k, n ∈ Z, k � 1,

on poseXn = (Xn,k, k ∈ Z) et εn = (εn,k; k ∈ Z). Sous des conditions faciles à formuler la suite(Xn) est un
processus linéaire à valeurs dans�2, associé au�2-bruit blanc(εn). Lesλj ne sont pas bornés en général (pren
aj,k = k/j etV εn,k = 1/k4).

3. Moyennes mobiles hilbertiennes

Une moyenne mobile hilbertienne d’ordreq (MMH(q)) est un processus linéaire tel que

ΠMn−1(Xn)=Πc(εn−j , 1�j�q)(Xn), (11)

et

Πc(εn−q)(Xn) est non dégénérée. (1

UneMMH(q) au sens large vérifie seulement (11).

Proposition 3.1.Un processus stationnaire régulier à valeurs dansH est une MMH(q) si et seulement si so
autocovariance vérifieCh = 0, h > q ; Cq �= 0.

Le corollaire suivant est utile pour étudier l’autocovariance empirique d’uneMMH(q).

Corollaire 3.2. Soit (Xn) une MMH(q) associée à une différence de martingale strictement stationnaire(εn), et
telle queE‖X0‖4<∞. Alors, si(εn ⊗ εn −Cεn) est une différence de martingale dans l’espace de HilbertS des
opérateurs de Hilbert–Schmidt surH , (Xn ⊗Xn −CX0) est une MMS(q) au sens large.

Exemple 2 (Représentation moyenne mobile d’un processus d’Ornstein–Uhlenbeck tronqué). On définit le
processus d’Ornstein–Uhlenbeck tronqué en posant

ξt =
t∫

{t}−q
e−θ(t−s) dW(s), t ∈ R (θ > 0),

où W est un processus de Wiener bilatéral (cf. [1]),q � 1 un entier, et{t} le plus petit entier� t − 1. Alors
Xn(t) = ξn+t , 0� t � 1 ; n ∈ Z définit uneMMH(q) dans l’espaceL2([0,1],B[0,1], λ+ δ(1)) où λ est la mesure
de Lebesgue.
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Exemple 3.SurH = L2(R+,BR+,µ) où µ est la mesure de densité e−t , t � 0, on considère le sous-espaceC
des éléments deH dont une versionx admet une dérivéex ′ uniformément continue et de carré intégrable. Al
l’applicationT :x→ cx ′ n’est pas continue.

Si (εn) est unH -bruit blanc à trajectoires dansC, le processus

Xn = εn + cε′n−1 = εn + T (εn−1), n ∈ Z,

est cependant une moyenne mobile au sens large carT (εn−1) ∈ c(εn−1).

4. Processus autorégressifs hilbertiens

On dit que(Xn) est un processus autorégressif hilbertien d’ordrep (ARH(p)) s’il est stationnaire régulier et te
que

ΠMn−1(Xn)=ΠMp

n−1(Xn), (13)

oùMp

n−1 = c(Xn−1, . . . ,Xn−p), et si, pourp > 1,

E
∥∥ΠMp

n−1(Xn)−ΠMp−1
n−1 (Xn)

∥∥> 0. (14)

Exemple 4.Un processus d’Ornstein–Uhlenbeck (non tronqué) a une représentationARH(1) (cf. [2]).

D’autre part, unH -processus(Xn) du second ordre est dit Markovien au sens large (MSL) si

Πc(Xr1,...,Xrk ,Xs)(Xt )=Πc(Xs)(Xt ), (15)

k � 1, r1< · · ·< rk < s < t .
On pose

λs,t = λXsXt , s < t,

oùλXsXt est une application mesurable telle que

λ
Xs
Xt
(Xs)=Πc(Xs)(Xt ).

Alors

Proposition 4.1.UnH -processus(Xn) est Markovien au sens large si et seulement si

λr,t = λs,t · λr,s surCXr (H), r < s < t.

Corollaire 4.2. UnH -processus(Xn) strictement stationnaire, du second ordre est MSL si et seulement si

λk = λk1 surCX0(H), k � 1,

oùλk = λs,s+k, s ∈ Z.

Corollaire 4.3. (a)Un MSL strictement stationnaire, du second ordre et régulier est un ARH(1).
(b) Un ARH(1) strictement stationnaire est MSL.
(c) Un ARH(1) standard(cf. [2]) est MSL.
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