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Résumé

On introduit des fonctions carrées adaptées à l’étude des opérateurs sectoriels sur les espacesLp non commutatifs, et on
étudie leurs relations avec le calcul fonctionnelH∞. Pour citer cet article : M. Junge et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337
(2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Functional calculus and square functions in noncommutative Lp-spaces. We introduce suitable square functions f
sectorial operators on noncommutativeLp-spaces, and we investigate their relationships withH∞ functional calculus.To cite
this article: M. Junge et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

The aim of this Note is to announce various results onH∞ functional calculus on noncommutativeLp-spaces.
If X is a Banach space, a sectorial operator of typeω ∈ (0,π) onX is a closed densely defined operatorA, whose
spectrum is included in the closure of the sectorΣω = {z ∈ C∗: |Arg(z)|<ω}, and satisfies the following propert
for anyθ ∈ (ω,π), there is a constantKθ > 0 such that‖z(z − A)−1‖ � Kθ for any z ∈ C \Σθ . For θ ∈ (0,π),
let H∞(Σθ ) denote the Banach algebra of all bounded holomorphic functionsf :Σθ → C, equipped with the
norm‖f ‖∞,θ = sup{|f (z)|: z ∈Σθ }. LetH∞

0 (Σθ) be the subalgebra of allf for which there exist two constan
C, s > 0 such that|f (z)| � C|z|s(1+|z|)−2s for anyz inΣθ . LetA be a sectorial operator of typeω ∈ (0,π) onX,

Adresses e-mail : junge@math.uiuc.edu (M. Junge), lemerdy@math.univ-fcomte.fr (C. Le Merdy), qx@math.univ-fcomte.fr (Q. Xu
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00276-0



94 M. Junge et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003) 93–98

ithful

ng

not

r
e

low, we

or

e study
let ω < γ < θ < π , and letΓγ be the counter clockwise oriented boundary ofΣγ . Then for anyf ∈H∞
0 (Σθ), we

may define a bounded operatorf (A) :X→X by letting

f (A)= 1

2π i

∫
Γγ

f (z)(z−A)−1 dz. (1)

This definition does not depend onγ and we say thatA admits a boundedH∞(Σθ ) functional calculus if there is
a constantK � 0 such that‖f (A)‖ �K‖f ‖∞,θ for anyf ∈H∞

0 (Σθ ) (see [9,3]).
In the following,M will denote a semifinite von Neumann algebra equipped with a normal semifinite fa

trace. For any 1� p � ∞, the associated noncommutativeLp-space is denoted byLp(M). Let H be a Hilbert
space and lete ∈ H with ‖e‖ = 1. For finitep, we consider the embeddingLp(M) ⊗ H ↪→ Lp(M⊗B(H)),
obtained by taking anyx ⊗ a to x ⊗ (a ⊗ e) for any x ∈ Lp(M) anda ∈ H . Then we letLp(M;Hc) be the
completion ofLp(M)⊗H for the norm induced byLp(M⊗B(H)). Likewise we may consider the embeddi
Lp(M)⊗H ↪→ Lp(M⊗B(H)) obtained by takingx ⊗ a to x ⊗ (e⊗ a) for anyx ∈ Lp(M) anda ∈H , and we
let Lp(M;Hr) be the completion ofLp(M)⊗H for the resulting norm. It turns out that these definitions do
depend one.

We apply these definitions to the Hilbert spaceH = L2(Ω0), whereΩ0 = (R∗+, dt
t
). LetA be a sectorial operato

of typeω ∈ (0,π) onLp(M), with 1<p <∞. For anyF inH∞
0 (Σω+)=⋃

θ>ω H
∞
0 (Σθ )\{0}, we define squar

functions associated toA by letting

‖x‖F,c = ∥∥t �→ F(tA)x
∥∥
Lp(M;L2(Ω0)c)

and ‖x‖F,r = ∥∥t �→ F(tA)x
∥∥
Lp(M;L2(Ω0)r )

for anyx ∈ Lp(M). Next we define ‘symmetrized’ square functions by letting

‖x‖F = max
{‖x‖F,c,‖x‖F,r} if 2 � p <∞;

and

‖x‖F = inf
{‖u1‖Lp(M;L2(Ω0)c)

+ ‖u2‖Lp(M;L2(Ω0)r )
: u1 + u2 = F(·A)x} if 1 <p � 2,

the infimum running over all possible decompositions of the functiont �→ F(tA)x into a sumu1+u2 of measurable
functionsuj :Ω0 → Lp(M). These square functions extend the commutative ones from [3]. Indeed ifM = L∞
is a commutative von Neumann algebra, then the above definitions reduce to

‖x‖F =
∥∥∥∥∥
( ∞∫

0

∣∣(F(tA)x)(· )∣∣2 dt

t

)1/2∥∥∥∥∥
Lp

, x ∈ Lp. (2)

We prove noncommutative analogues of some of the main results from [3]. Note that in Theorem 0.2 be
need to consider both an operatorA on Lp(M) and its adjointA∗ on Lp

′
(M), with 1

p
+ 1

p′ = 1. Thus in this
statement, the square functions forx ∈ Lp(M) are defined with respect toA whereas the square functions f
y ∈ Lp′

(M) are defined with respect toA∗.

Theorem 0.1. Let A be a sectorial operator on Lp(M), with 1<p <∞, and assume thatA is 1−1 and has dense
range. If A admits a bounded H∞(Σθ) functional calculus, then for any F ∈H∞

0 (Σω+), there is a constant c > 0
such that c−1‖x‖ � ‖x‖F � c‖x‖ for all x ∈Lp(M).

Theorem 0.2. Let A be a sectorial operator of type ω on Lp(M), with 1 < p < ∞. Suppose that for any
F,G ∈ H∞

0 (Σω+), there exist c, d > 0 such that ‖x‖F � c‖x‖ for all x ∈ Lp(M), and ‖y‖G � d‖y‖ for all

y ∈ Lp′
(M). Then A admits a bounded H∞(Σθ ) functional calculus for any θ ∈ (ω,π).

We can also prove noncommutative analogs of the main result from [7]. Next we apply these results to th
of certain ‘noncommutative diffusion semigroups’, that is, selfadjoint semigroups(Tt )t�0 on L2(M) such that
‖Tt :Lp(M)→ Lp(M)‖ � 1 for anyt � 0 and any 1� p � ∞.
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1. Introduction

Le but de cette Note est d’annoncer plusieurs résulats d’un article à paraitre sur le calculH∞ à la McIntosh
[9,3] dans les espacesLp non commutatifs. Pour toutω ∈ (0,π), on noteΣω = {z ∈ C∗: |Arg(z)|<ω} le secteur
ouvert d’angle 2ω autour deR∗+. SoitX un espace de Banach complexe et soitB(X) l’algèbre des opérateur
bornés surX. Un opérateur linéaireA surX de domaineD(A) ⊂ X est dit sectoriel de typeω s’il est fermé, si
D(A) est dense, si son spectre est inclus dansΣω, et si pour toutθ ∈ (ω,π), il existe une constanteKθ > 0 tel que
‖z(z−A)−1‖ �Kθ pour toutz ∈ C \Σθ . Cette notion est fortement liée à la théorie des semigroupes puis
(Tt )t�0 est unc0-semigroupe borné surX et si−A désigne son générateur infinitésimal, alorsA est sectoriel de
typeπ/2. De plusA est sectoriel de type< π/2 si et seulement si(Tt )t�0 est en fait un semigroupe analytique bor
(voir, e.g., [4]). Pour toutθ ∈ (0,π), on noteH∞(Σθ) l’algèbre des fonctions holomorphes et bornéesf :Σθ → C,
muni de sa norme du sup‖f ‖∞,θ = sup{|f (z)|: z ∈Σθ }. On considère également la sous-algèbreH∞

0 (Σθ ) des
élémentsf deH∞(Σθ ) pour lesquels il existe deux constantesC, s > 0 telles que|f (z)| � C|z|s(1+|z|)−2s pour
tout z dans le secteurΣθ .

SoitA un opérateur sectoriel de typeω ∈ (0,π) surX, soientω < γ < θ < π , et soitΓγ la frontière deΣγ

orientée positivement. Alors pour toute fonctionf ∈H∞
0 (Σθ), on peut définir un opérateurf (A) ∈B(X) par (1).

Il est facile de vérifier à l’aide du théoréme de Cauchy que cette définition ne dépend pas du choix deγ ∈ (ω, θ) et
que l’applicationf �→ f (A) est un homomorphisme. Par définition (voir [9,3]),A admet un calculH∞(Σθ ) borné
s’il existe une constanteK � 0 telle que‖f (A)‖ �K‖f ‖∞,θ pour toutf ∈H∞

0 (Σθ). Lorsque c’est le cas et qu
de plusA est injectif à image dense, il est alors possible d’étendre ce calcul fonctionnel en un homomor
bornéH∞(Σθ )→ B(X). Nous renvoyons à [9,3] pour plus de précisions et le lien avec les puissances imag
des opérateurs sectoriels.

Étant donnéω ∈ (0,π), on noteH∞
0 (Σω+)=⋃

θ>ω H
∞
0 (Σθ ) \ {0}. SiX = Lp(Ω) est un espaceLp défini sur

un espace mesuré(Ω,µ) (avec 1<p <∞), siA est un opérateur sectoriel de typeω surX et siF ∈H∞
0 (Σω+), la

fonction carrée associée àA etF est définie par (2). Parmi les principaux résultats de [3], figurent de remarqu
connections entre le calculH∞ deA et ces fonctions carrées. D’une part, siA admet un calculH∞(Σθ) borné,
ces fonctions carrées sont finies et plus précisément, pour toutF ∈H∞

0 (Σθ+), il existe une constanteK � 0 telle
que‖x‖F �K‖x‖ pour toutx ∈X = Lp(Ω). D’autre part, si réciproquement les fonctions carrées associéeA
etA∗ sont finies, alorsA admet un calculH∞ borné. Nous renvoyons également à [10], où de tels résultats av
été établis antérieurement dans un cadre Hilbertien, et à [7] pour des prolongements récents. Notre but
définir des analogues appropriés de (2) dans un cadre non commutatif, d’étendre les résultats de [3,7] à
et de présenter des exemples.

2. Fonctions carrées non commutatives

Dans ce qui suit,M désigne une algèbre de von Neumann semifinie, munie d’une trace normale, sem
fidèle, et pour tout 1� p � ∞, on noteLp(M) l’espaceLp non commutatif associé (voir, e.g., [13]). SoitH
un espace de Hilbert, et soite ∈ H tel que‖e‖ = 1. Pour touta ∈ H , on identifie le tenseur élémentairea ⊗ e

à l’opérateur de rang 1 qui àζ ∈ H associe〈ζ, e〉a. Ceci permet de définir une injectionLp(M) ⊗ H ↪→
Lp(M⊗B(H)), obtenue en envoyantx ⊗ a surx ⊗ (a ⊗ e) pour tousx ∈ Lp(M), a ∈H . Pourp fini, on définit
alorsLp(M;Hc) comme le complété deLp(M) ⊗ H pour la norme induite parLp(M⊗B(H)), et on peut
montrer que cette définition ne dépend pas du choix initial dee. De façon symétrique, on peut définir une inject
Lp(M)⊗H ↪→ Lp(M⊗B(�H)) en envoyantx ⊗ a surx ⊗ (e⊗ a) pour tousx ∈ Lp(M), a ∈H . Puis on définit
Lp(M;Hr) comme le complété deLp(M)⊗H pour la norme induite parLp(M⊗B(�H)) et de nouveau, ceci n
dépend pas dee. Les espaces ainsi définis vérifient l’identité isométrique

Lp(M;Hc)
∗ = Lp

′
(M; �Hr) si 1<p,p′ <∞,

1

p
+ 1

p′ = 1. (3)
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Nous allons appliquer ce qui précède avec l’espace de HilbertH = L2(Ω0), oùΩ0 = (R∗+, dt
t
). Soientp,p′ comme

dans (3) et soitu :Ω0 → Lp(M) une fonction mesurable. Compte tenu de (3), nous dirons queu appartient à
Lp(M;L2(Ω0)c) si 〈y,u(· )〉 est de carré intégrable pour touty ∈Lp′

(M) et s’il existe une constanteK � 0 telle
que ∣∣∣∣∣

∞∫
0

∑
k

〈
yk,u(t)

〉
bk(t)

dt

t

∣∣∣∣∣�K

∥∥∥∥∑
k

yk ⊗ bk

∥∥∥∥
Lp

′
(M;L2(Ω0)r )

(4)

pour toutes familles finies(yk)k et (bk)k dansLp
′
(M) etL2(Ω0) respectivement. On définit de façon symétriq

l’appartenance deu àLp(M;L2(Ω0)r ).
On considère maintenant un opérateurA sectoriel de typeω ∈ (0,π) surX = Lp(M), avec 1<p <∞. Étant

donnéF ∈H∞
0 (Σω+) il est facile de voir par (1) que la fonctiont �→ F(tA) est continue deΩ0 dansB(Lp(M)).

Pour toutx ∈Lp(M), on définit alors

‖x‖F,c = ∥∥t �→ F(tA)x
∥∥
Lp(M;L2(Ω0)c)

et ‖x‖F,r = ∥∥t �→ F(tA)x
∥∥
Lp(M;L2(Ω0)r )

. (5)

Bien entendu, on convient que‖x‖F,c (resp.‖x‖F,r ) vaut+∞ si t �→ F(tA)x n’appartient pas àLp(M;L2(Ω0)c)

(resp.Lp(M;L2(Ω0)r)). Malgré leur caractère quelque peu abstrait, ces définitions sont en fait très proches
On peut montrer par exemple que sip � 2, alors

‖x‖F,c = sup
0<α<β<∞

∥∥∥∥∥
β∫
α

(
F(tA)x

)∗(
F(tA)x

)dt
t

∥∥∥∥∥
1/2

Lp/2(M)

, x ∈Lp(Ω).

On obtient de même‖x‖F,r en changeant(F (tA)x)∗(F (tA)x) en(F (tA)x)(F (tA)x)∗.
Les résultats du paragraphe suivant nécessitent l’introduction de fonctions carrées symétrisées que l’o

comme suit. PourF ∈H∞
0 (Σω+) et x ∈ Lp(M), on pose

‖x‖F = max
{‖x‖F,c,‖x‖F,r} si 2� p <∞;

et

‖x‖F = inf
{‖u1‖Lp(M;L2(Ω0)c)

+ ‖u2‖Lp(M;L2(Ω0)r )
: u1 + u2 = F(·A)x} si 1<p � 2,

l’infimum portant sur l’ensemble des décompositions det �→ F(tA)x en une sommeu1 + u2 de fonctions
mesurablesuj :Ω0 → Lp(M). Cette différence selon la place dep par rapport à 2 est la résurgence d’
phénomène découvert dans les inégalités de Khintchine dans lesLp non commutatifs [8], et qui apparait plu
généralement dans l’étude des martingales non commutatives [12].

3. Principaux résultats

Soit (εk)k�1 une suite de Rademacher, c’est-à-dire une suite de variables aléatoires indépendantes sur
de probabilités(Ω1,P) telle queP

(
εk = 1

)= P
(
εk = −1

)= 1
2 pour toutk � 1. SoitX un espace de Banach et s

F ⊂ B(X) un ensemble d’opérateurs bornés surX. On dit queF est Rad-borné s’il existe une constanteC � 0
telle que pour toutes familles finiesT1, . . . , Tn dansF etx1, . . . , xn dansX, on ait∫

Ω

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εk(λ)Tk(xk)

∥∥∥∥∥
X

dP(λ)�C

∫
Ω

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

εk(λ)xk

∥∥∥∥∥
X

dP(λ). (6)
1 1
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Un opérateurA sur X est dit Rad-sectoriel de Rad-typeω ∈ (0,π) s’il est sectoriel et si de plus, pour to
θ ∈ (ω,π), l’ensemble{z(z−A)−1: z ∈ C \Σθ } est Rad-borné. Nous renvoyons à [15] et [6] pour l’utilisation
cette notion et ses connections avec le calculH∞.

Théorème 3.1. Soit A un opérateur sectoriel sur Lp(M), avec 1<p <∞.

(1) Si A est Rad-sectoriel de Rad-type ω alors pour tous F,G ∈H∞
0 (Σω+), il existe une constante c > 0 telle

que c−1‖x‖G � ‖x‖F � c‖x‖G pour tout x ∈ Lp(M).
(2) Si A est injectif à image dense et admet un calcul H∞(Σθ) borné, alors pour tout F ∈H∞

0 (Σω+), il existe
une constante c > 0 telle que c−1‖x‖ � ‖x‖F � c‖x‖ pour tout x ∈ Lp(M).

Remarque 1. Lorsque 1< p < 2, le résultat (2) ci-dessus peut être amélioré sous une hypothèse simple
intervenir la notion d’application complètement bornée. Pour l’énoncer, nous considéronsLp(M) muni de sa
structure d’espace d’opérateurs définie par interpolation entre celles deM∗ et M (voir [11]). Supposons qu’e
fait, il existe une constanteK � 0 telle que pour toutf ∈ H∞

0 (Σθ), l’opérateurf (A) :Lp(M) → Lp(M) soit
complètement borné, avec‖f (A)‖cb �K‖f ‖∞,θ . Alors nous obtenons que pour toutF ∈ H∞

0 (Σω+), la norme
‖x‖ est équivalente à la fonction carrée définie par

‖x‖′
F = inf

{‖x1‖F,c + ‖x2‖F,r : x1 + x2 = x
}
.

L’énoncé qui suit fait intervenir un opérateurA surLp(M) et son adjointA∗ surLp
′
(M), où 1

p
+ 1

p′ = 1. Bien

entendu, les fonctions carrées poury ∈Lp′
(M) y sont définies relativement à l’opérateurA∗.

Théorème 3.2. Soit A un opérateur sectoriel de type ω sur Lp(M), avec 1< p < ∞. Supposons que pour tous
F,G ∈H∞

0 (Σω+), il existe des constantes c, d > 0 telles que ‖x‖F � c‖x‖ pour tout x ∈ Lp(M), et ‖y‖G � d‖y‖
pour tout y ∈Lp′

(M). Alors A admet un calcul H∞(Σθ ) borné pour tout θ ∈ (ω,π).

4. Semigroupes de diffusion non commutatifs

Nous appellerons semigroupe de diffusion (non commutatif) unc0-semigroupe(Tt )t�0 d’opérateurs autoad
joints sur l’espace de HilbertL2(M), tel que‖Tt :Lp(M)→ Lp(M)‖ � 1 pour toutt � 0 et pour tout 1� p � ∞.
(Par autoadjonction et interpolation, il suffit bien sur d’avoir cette propriété pourp = 1 etp = 2.) Étant donné un
tel semigroupe, notons−Ap le générateur infinitésimal de sa réalisation surLp(M), pour 1< p < ∞. Alors en
raisonnant par interpolation comme dans le cas commutatif (voir [14, p. 67]), on obtient que l’opérateurAp est
sectoriel de typeπ

∣∣1
2 − 1

p

∣∣. En utilisant en particulier [5, Corollaire 4], on peut améliorer ce résultat comme
dans le cas « complètement positif ».

Théorème 4.1. Si (Tt )t�0 est un semigroupe de diffusion complètement positif (i.e. chaque Tt est complètement
positif), alors pour tout 1<p <∞, l’opérateur Ap est Rad-sectoriel de Rad-type π

∣∣1
2 − 1

p

∣∣ sur Lp(M).

L’un des aspects les plus intéressants de ce sujet est qu’on ne sait pas en général si, dans la situation p
l’opérateurAp admet un calculH∞ borné. C’est le cas siM est commutatif (ce résultat étant essentiellem
dû à Cowling [2]), ce qui motive la question générale. Nous obtenons ci-dessous deux résultats positifs d
direction.

Exemple 1. Soit G = FN le groupe libre àN générateursa1, . . . , aN et soitM = VN(FN) l’algèbre de von

Neumann deFN , munie de sa trace canonique. Pour chaque « mot »g ∈ G s’écrivantg = a
k1
i a

k2
i · · ·akpi avec
1 2 p
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ij �= ij+1 etkj ∈ Z∗, notons|g| = |k1|+· · ·+|kp| le nombre de ses lettres. Si(δg)g∈G désigne la base canonique
72
G, Tt (δg)= e−t |g|δg définit un semigroupe de diffusion complètement positif. Pour ce semigroupe nous mo

(en appliquant [6, Proposition 5.1] et les Théorèmes 2 et 3 ci-dessus) que pour tout 1< p < ∞, l’opérateurAp
engendrant négativement(Tt )t�0 surLp(M) admet un calculH∞(Σθ) borné pour toutθ > π

∣∣ 1
2 − 1

p

∣∣.
Exemple 2. Soit H un espace de Hilbert réel, soitq ∈ [−1,1], et soitΓq(H) l’algèbre de von Neumann de
q-déformation surH , munie de sa trace canonique. A toute contractionT :H → H , correspond un opérateur d
seconde quantisationΓq(T ) :Γq(H) → Γq(H) qui s’étend en une contractionLp(Γq(H)) → Lp(Γq(H)) pour
tout 1� p � ∞ (voir [1]). Si (Tt )t�0 est unc0-semigroupe de contractions autoadjointes surH , alors(Γq(Tt ))t�0
est un semigroupe de diffusion complètement positif. Comme précédemment, on montre que l’opéraAp

engendrant négativement ce semigroupe surLp(Γq(H)) admet un calculH∞(Σθ ) borné pour toutθ > π
∣∣1

2 − 1
p

∣∣.
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