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Résumé

SoitG un groupe fini etX unG-schéma noethérien défini sur un corps algébriquement closk, dont la caractéristique divis
l’ordre deG. On définit un raffinement de laK-théorie équivariante deX destiné à mieux prendre en compte l’information l
à la théorie des représentations modulaires.Pour citer cet article : N. Borne, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Cohomology ofG-sheaves in positive characteristic.LetG be a finite group, andX a noetherianG-scheme defined on a
algebraically closed fieldk, whose characteristic divides the order ofG. We define a refinement of the equivariantK-theory of
X devoted to give a better account of the information related to modular representation theory.To cite this article: N. Borne,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let X be a noetherian scheme proper over an algebraically closed fieldk, and endowed with the action o
a finite groupG. For any coherentG-sheafF on X, the corresponding space of global sectionsH 0(X,F ) is a
representation ofG, that we calla Galois module. EquivariantK-theory is a standard tool to compute the charac
of these Galois modules. When the characteristicp of k divides the order ofG, however, this theory provides u
only with the Brauer character of the Galois module, which is not enough to determine its isomorphism c
this Note, we show how to refine the definitions of equivariantK-theory to improve its results in this situation.

Let us first consider the caseX = Speck. Let R = k[G]op be the opposite of the group ring. We can consi
the category of modular representationsmodR as aring with several objects[4] and denote it byAtot. If G has
cyclic p-Sylows,k[G] is of finite representation type [3], andAtot is right artinian. Moreover, the classical Yone
embedding factors then trough a mapAtot → modAtot, and we denote byV the image of thek[G]-moduleV .
Following an idea of Auslander [2], we show that the class[V ] in K0(modAtot) is a better invariant than[V ] in
K0(A) in the following sense:

Adresse e-mail :borne@dm.unibo.it (N. Borne).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00282-6
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Theorem 0.1.Suppose given a(non-necessarily commutative) algebraR over an algebraically closed fieldk, with
R finite dimensional overk and of finite representation type, and letAtot = modR. Then:

(i) The categorymodAtot is abelian;
(ii) twoR-modules of finite typeV , V ′ are isomorphic if and only if inK0(modAtot) we have: [V ] = [V ′ ].

To avoid any hypothesis onG, we fix in the sequelA a full subcategory ofk[G]mod, admitting a finite set o
additive generators (i.e., Morita equivalent to a subring with a finite number of objects).

To generalize this definition in arbitrary dimension, we suppose that the quotient morphismπ :X→ Y =X/G

exists in the category of schemes. In this situation, we introduce anAuslander algebraAX , which can be seen as
sheaf of rings with several objects onY (see Section 3 for a precise definition). We definequasi-coherentA-sheaves
onX as sheaves of modules for this algebra. Quasi-coherentG-sheaves embed in quasi-coherentA-sheaves via an
analog of the Yoneda embedding, and we still denote byF theA-sheaf associated to theG-sheafF.

There is a natural notion of acoherentA-sheaf which gives rise to refinedK-theory groupsKi(A,X). Under a
technical assumption, the usual localization result holds:

Theorem 0.2.Leti :X′ →X be a morphism ofG-schemes overk, andA a full subcategory ofk[G]mod, admitting
a finite set of additive generators.

Suppose that the morphism̃i :Y ′ → Y between quotient schemes is a closed immersion, and thati# :AX →
ĩ∗AX′ is an epimorphism.

Denote byU the pullback byπ :X→ Y of the complement ofY ′ in Y , and byj :U →X the canonical inclusion
Then there is a long exact sequence:

· · · Ki(A,X
′) iA

Ki(A,X)
jA

Ki(A,U) · · · ,
· · · K0(A,X

′) iA
K0(A,X)

jA

K0(A,U) 0.

We give a practical criterion (Proposition 3.3) to check the assumption on Auslander algebras. Apply
whenX is a smooth projective curve, we get a description ofK0(A,X) in terms ofA-cycles(Théorème 4.2) and
thus get a modular Riemann–Roch formula lifting the usual equivariant Riemann–Roch formula (Corollair

Another application, in arbitrary dimension, concerns the case of a free action:

Proposition 0.1.Let X be a properk-scheme, endowed with afree action of a finite groupG, andA be a full
subcategory ofk[G]mod, admitting a finite set of additive generators, and containingk[G], the free object o
rank 1. Then for eachG-sheafF onX we have the equality inK0(modA):

χ(A,F )= χ
(
πG∗ F

)[
k[G] ].

In this proposition, we use inχ(A,F ) the cohomology ofF seen asA-sheaf: the inequality is, in general,false
if we replaceχ(A,F ) by

∑
i�0(−1)i[Hi(X,F )].

1. Introduction

SoitX un schéma noethérien défini sur un corpsk algébriquement clos, sur lequel il est propre. On supposeX/k

muni de l’action d’un groupe finiG. Dans ce contexte, on appellemodule galoisienl’espace des sections global
d’unG-faisceau cohérent surX. Ce sont des représentations deG surk, et leur structure en tant que telles est l
en particulier à la ramification de l’action – c’est-à-dire aux points fixes.

La K-théorie équivariante fournit le contexte le plus général pour le calcul des modules galoisiens. C
attribue à chaqueG-schéma noethérienX des groupesKi(G,X), fonctoriellement enX, si bien que le morphism
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structurelsX :X → Speck donne une caractéristique d’Euler équivariante à valeurs dans le groupeRk(G) des
caractères deG surk. Lorsque la caractéristiquep de k ne divise pas l’ordre deG, cette approche est optimal
puisqu’alors les caractères des modules galoisiens les caractérisent à isomorphisme près. Dans le cas co
perd de l’information, le cas extrème étant celui oùG est unp-groupe, puisque qu’alorsRk(G)
 Z ne contient
aucune information proprement équivariante.

On présente ici un raffinement de laK-théorie équivariante deX destiné à mieux prendre en comp
l’information liée à la théorie de la représentation modulaire. Pour ce faire, on plonge la catégorie desG-faisceaux
cohérents surX dans une sur-catégorie, celle desA-faisceaux cohérents surX. La construction générale est donn
au paragraphe 3, et est justifiée par l’examen du cas de la dimension zéro au paragraphe 2. Le paragr
consacré à des applications.

2. Théorie de la représentation modulaire : l’approche d’Auslander

Par théorie de la représentation modulaire, on entend l’étude de la catégoriek[G]mod desk[G]-modules à
gauche de type fini, lorsque la caractéristiquep dek divise l’ordre deG.

Un peu plus généralement, Auslander a remarqué le fait suivant : soitR unek-algèbre artinienne,Atot = modR
la catégorie desR-modules à droite de type fini, etMod Atot = [Aop

tot, kMod] la catégorie des foncteurs addit
contravariants deAtot dans lesk-espaces vectoriels. Alors le morphisme de YonedaAtot → Mod Atot permet
d’établir une bijection entre classes d’isomorphisme dek[G]-modules indécomposables et classes d’isomorph
deAtot-modules simples (voir [2], §1.2). Il est ainsi commode de voirAtot comme un anneau à plusieurs objets,
sens de Mitchell (voir [4]). Comme les modules simples sont bien détectés par laK-théorie, le théorème suiva
est essentiellement une réinterprétation de la remarque d’Auslander.

Précisons tout d’abord quelques définitions. On dit queR estde type de représentation finisi le nombre de
classes d’isomorphisme d’indécomposables dansmodR est fini (lorsqueR = k[G]op ceci équivaut au fait qu
G a desp-Sylow cycliques, voir [3]). La notion de groupe de Grothendieck d’une catégorie abélienne em
est celle compatible avec laK-théorie de Quillen. Pour un objetV de modR, on noteV l’image deV par le
morphisme de YonedaAtot → Mod Atot.

Théorème 2.1. Soit R une k-algèbre (non nécessairement commutative) de dimension finie sur un corp
algébriquement closk, avecR de type de représentation fini. Soit de plusAtot l’anneau à plusieurs objetsmodR,
et modAtot la catégorie desAtot-modules à droite de type fini. Alors:

(i) modAtot est une catégorie abélienne,
(ii) deuxR-modules à droite de type finiV , V ′ sont isomorphes si et seulement si dansK0(modAtot) on a

l’égalité : [V ] = [V ′].

Par la suite, on prendra toujoursR = k[G]op, sans la supposer nécessairement de type de représentatio
Pour plus de souplesse, on est amenés à considérer des sous-catégories pleinesA de Atot = k[G] mod. On dira
queA admet un nombre fini de générateurssi elle est Morita-équivalente, au sens des anneaux à plusieurs o
à une de ses sous-catégories pleines ayant un nombre fini d’objets.

3. K-théorie modulaire

SoitX un schéma noethérien, défini sur un corps algébriquement closk, et muni d’une action d’un groupe fin
G. On suppose que le quotient de l’action existe comme schéma, et on noteπ :X→ Y =X/G. SoitA une sous-
catégorie pleine deAtot = k[G] mod. On va introduire la notion deA-faisceau quasi-cohérent surX, qui étend
celle deG-faisceau quasi-cohérent surX, qu’on commence par rappeler :
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Définition 3.1. Soit F un faisceau quasi-cohérent surX. UneG-linéarisationdeF est la donnée d’une collectio
(ψg)g∈G de morphismes de faisceaux quasi-cohérentsψg :g∗F → F satisfaisant les conditions : (i)ψ1 = 1, (ii) ψhg
=ψh ◦ h∗(ψg).

UnG-faisceau quasi-cohérent surX est un faisceau quasi-cohérent surX muni d’uneG-linéarisation.

LesG-faisceaux quasi-cohérents surX forment une catégorie abélienne notée Qcoh(G,X). On noteπG∗ le
foncteur Qcoh(G,X)→ QcohY qui auG-faisceauF associe le faisceauU → (F(π−1U))G.

Si Z est un schéma noethérien quelconque, la catégorie QcohZ est la catégorie sous-jacente d’une catég
fermée, au sens de [1], et qu’on noteraQcohZ. On peut donc parler de catégories enrichies enQcohZ, qu’on
appeleraanneaux(à plusieurs objets) surZ.

La structure fermée deQcohX induit sur Qcoh(G,X) une structure de catégorie enrichieQcoh(G,X) en
QcohY telle que, pour deuxG-faisceauxF, F′ on ait :Qcoh(G,X)(F,F′)= πG∗ (QcohX(F,F′)).

Définition 3.2. Soit X un G-schéma noethérien surk, sX :X → Speck le morphisme structurel, etA une
sous-catégorie pleine dek[G] mod. L’ algèbre d’Auslanderassociée est l’anneauAX sur Y égal à la sous
catégorie pleine deQcoh(G,X) dont les objets sont de la formes∗XV , pour tout objetV de A. De manière
équivalente, les objets deAX sont ceux deA, les faisceaux de morphismes sont donnés par :AX(V,V

′) =
Qcoh(G,X)(s∗XV, s∗XV ′), et le neutre et la composition sont ceux induits par ceux deQcoh(G,X).

Définition 3.3. SoitX unG-schéma noethérien surk, π :X → Y le quotient, etA une sous-catégorie pleine d
k[G]mod. UnA-faisceau surX est, par définition, unQcohY -foncteur deAop

X àQcohY . On note plus préciseme
Qcoh(A,X) la QcohY -catégorie[Aop

X ,QcohY ] dont les objets sont cesQcohY -foncteurs, et Qcoh(A,X) la
catégorie ordinaire sous-jacente.

La catégorie Qcoh(A,X) est abélienne. On montre que cette définition possède de bonnes propriétés en
variables.

Concernant la première variable,Qcoh(G,X) est canoniquement une sous-catégorie réflexive de (resp
morphe à)Qcoh(A,X) si A contient (resp. ne contient que) l’objet librek[G] de rang 1. On noteF l’image du
G-faisceauF dansQcoh(A,X). On montre de plus queQcoh(A,X) est Morita-invariant.

Concernant la seconde variable, toutG-morphismef :X′ → X induit un morphisme image directefA et un
morphisme image réciproquefA, qui sont naturellement adjoints. On en déduit que Qcoh(A,X) possède asse
d’injectifs, d’où la possibilité de définir les foncteurs image directe supérieursRifA. Cette opération ne commu
pas avec le foncteurF → F, et en ce sens, lesA-faisceaux ont une cohomologie qui leur est propre.

Définition 3.4. Un A-faisceau quasi-cohérentF sur X est dit cohérentsi pour tout ouvert affineG-invariant
U = specR deX, la restrictionF|U est de type fini dansQcoh(A,U)
 [AX(U)

op,RGMod] (i.e. c’est un quotien
d’une somme finie d’objets représentables). On note Coh(A,X) la sous-catégorie pleine de Qcoh(A,X) dont les
objets sont lesA-faisceaux cohérents.

Lemme 3.1.On suppose queA admet un nombre fini de générateurs. AlorsCoh(A,X) est une catégorie abélienn
On noteKi(A,X) soni-ème groupe de Quillen.

Si le morphisme deG-schémas noethériensf :X′ →X est tel que le morphisme correspondant entre quoti
f̃ :Y ′ → Y est propre, on a un morphisme induitfA :Ki(A,X′)→Ki(A,X) à l’une des deux conditions :̃f est
fini, ouY ′ admet un faisceau inversible ample.

Théorème 3.2. Soit i :X′ → X un morphisme deG-schémas noethériens surk, et A une sous-catégorie plein
dek[G] mod, admettant un nombre fini de générateurs. On suppose que le morphismeĩ :Y ′ → Y entre schéma
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quotients est une immersion fermée, et quei# :AX → ĩ∗AX′ est un épimorphisme. On noteU l’image réciproque
par π : X → Y du complémentaire deY ′ dansY , et parj : U → X l’inclusion canonique. Alors on a une sui
exacte longue:

· · · Ki(A,X
′) iA

Ki(A,X)
jA

Ki(A,U) · · · ,
· · · K0(A,X

′) iA
K0(A,X)

jA

K0(A,U) 0.

On donne un critère pratique permettant d’appliquer le Théorème 3.2 dans la partie 4 :

Proposition 3.3. Soiti :X′ →X un morphisme deG-schémas noethériens surk, tel que

(i) Il existe un sous-groupe distinguéH deG, quiH agit trivialement surX′, et tel queG/H agit librement
surX′,

(ii) Le morphismẽi :Y ′ → Y entre schémas quotients est une immersion fermée.

Alors le morphisme canoniquei# :AX → ĩ∗AX′ est un épimorphisme.

4. Applications

4.1. Principe de symétrie

Si X est unG-schéma noethérienpropre sur k, alors on définit pour chaqueA-faisceau cohérentG la
caractéristique d’Euler–Poincaré modulaire par la formule habituelleχ(A,G) = ∑

i�0(−1)i[Hi(X,G)], où

Hi(X, ·)=Ri(sX)A.

Proposition 4.1. SoitX un schéma noethérien propre surk, muni de l’actionlibre d’un groupe finiG, soit de
plus A une sous-catégorie pleine dek[G] mod, admettant un nombre fini de générateurs, et contenantk[G],
l’objet libre de rang1. Alors pour toutG-faisceauF surX on a égalité dansK0(modA) :

χ(A,F )= χ(πG∗ F )
[
k[G] ].

Cette égalité est en généralfaussesi on remplaceχ(A,F ) par
∑
i�0(−1)i[Hi(X,F )].

4.2. Le cas d’une courbe

Dans cette partie,X désigne une courbe projective, ce par quoi on désigne un schéma intègre, de dime
qui est propre surk et régulier. On suppose de plusX munie d’une action fidèle d’un groupe finiG, telle que les
stabilisateurs soient distingués. Cette dernière hypothèse permet d’utiliser le Théorème 3.2. On désigne pA une
sous-catégorie dek[G]mod, admettant un nombre fini de générateurs, et contenantk[G], l’objet libre de rang 1.

Définition 4.1.

(i) Le groupe desA-cycles surX, notéZ0(A,X), est par définition :Z0(A,X)= lim−→
X ′ K0(A,X

′) où la limite
est prise sur tous lesG-sous-schémas fermés réduits stricts deX.

(ii) Le groupe de classes deA-cycles surX pour l’équivalence rationnelle, notéA0(A,X), est par définition le
conoyau du morphisme canoniqueR(Y )∗ → Z0(A,X) défini par les morphismes de connexion des su
de localisation (R(Y ) est le corps des fonctions rationnelles surY ).

(iii) On noteγ :A0(A,X)→K0(A,X) et rk :K0(A,X)→ Z les morphismes canoniques.
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Théorème 4.2. SoitX une courbe projective sur un corps algébriquement closk, munie de l’action fidèle d’un
groupe finiG, agissant avec des stabilisateurs distingués. Soit de plusA une sous-catégorie pleine dek[G]mod,
admettant un nombre fini de générateurs, et contenantk[G], l’objet libre de rang1. Alors le morphisme suivan
est un isomorphisme:

φ :Z ⊕A0(A,X) K0(A,X),

(r,D) r[OX] + γ (D).

Définition 4.2.On notec1 :K0(A,X)→A0(A,X), et on appellepremière classe de Chern, le morphisme compos
de l’inverseφ−1 :K0(A,X)→ Z ⊕A0(A,X) de l’isomorphisme du Théorème 4.2, suivi de la seconde proje
Z ⊕A0(A,X)→A0(A,X).

Lemme 4.3. Le morphismedegA :Z0(A,X) → K0(modA) correspondant au cone((sX′)A :K0(A,X
′) →

K0(modA))X′ est trivial sur l’image deR(Y )∗ → Z0(A,X). On note aussidegA :A0(A,X)→ K0(modA) le
morphisme induit.

Corollaire 4.3.On suppose que les hypothèses du Théorème4.2sont vérifiées. Alors pour toutA-faisceauF surX,
on a dansK0(modA) : χ(A,F )= rkF χ(A,OX )+ degAc1(F ).
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