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Résumé

En utilisant des résultats de A. Beauville (Acta Math. 164 (1990) 211–235), nous donnons une description expl
champs de vecteurs invariants par translation sur les jacobiennes affines des courbes spectrales qui justifie mathém
les travaux de F.A. Smirnov and V. Zeitlin (preprint math-ph/0203037). Dans le cas hyperelliptique, cette description e
D. Mumford (Tata Lectures on Theta, Vol. II, Birkhäuser, Boston, 1983).Pour citer cet article : B. Fu, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Translation-invariant vector fields on affine Jacobians of spectral curves.Thanks to results of A. Beauville (Acta Math
164 (1990) 211–235), we give an explicit description of translation-invariant vector fields on affine Jacobians of spectra
which gives a mathematical support for the work of F.A. Smirnov and V. Zeitlin (preprint math-ph/0203037). In the hyper
case, this description is due to D. Mumford (Tata Lectures on Theta, Vol. II, Birkhäuser, Boston, 1983).To cite this article:
B. Fu, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Letd be a positive integer. To every polynomialP(x, y)= yr+s1(x)yr−1+· · ·+sr(x) such that deg(si (x))� id
for all i, we can associate a spectral curveC, which is the Zariski closure of the affine curve{P(x, y)= 0} in the
weighted projective planP2(d) (see [3,6,5]). SupposeC is smooth and irreducible and denote its Jacobian an
theta divisor byJ (C) andΘ, respectively. Then, by generalizing a construction of Mumford [8], Beauville pro
in [3] that the affine JacobianJ (C) − Θ is isomorphic to the quotientMP/P GLr (C), whereMP is the set of
r × r matrices, of characteristic polynomialP , with coefficients in the vector space of complex polynomial in o
variable of degree�d . The groupP GLr (C) acts onMP by conjugation. Furthermore, a formula for translatio
invariant vector fields on this quotient is given (cf. Théorème 2.1).

Adresse e-mail :baohua.fu@polytechnique.org (B. Fu).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00283-8
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If we suppose that deg(si(x))� id−1, we can avoid the quotient process to obtain a more explicit descri
of J (C)−Θ as the sub-variety inMJ

P defined by some explicit equations (cf. Proposition 3.2), whereMJ
P denotes

the matrices inMP for which the leading coefficient matrix ofxd is J , the one block Jordan matrix with 0 o
the diagonal. The main purpose here is to give an explicit description for translation-invariant vector fields
sub-variety:

Theorem 0.1.The translation-invariant vector fields onJ (C)−Θ are generated by the vector fieldsDk,n, 1 �
k � r − 1, 0� n� kd − 2, which are defined by the formula(valid for all a ∈ P

1)

[Ak(a),A(x)]
x − a −

r∑
l=2

1

β
h
(k)
rl−1(a)

[
A(x), J l−1]=

kd−1∑
n=0

anDk,n
(
A(x)

)
,

where(−1)r+1β is the coefficient ofxrd−1 in sr (x) andh(k)rl−1(a) is the(r, l − 1)-th element of the matrixAk(a).

This formula reduces to that of Mumford ([8], Theorem 3.1 of Chapter IIIa) in the hyper-elliptic case. An
methodà la physiquehas been proposed by Smirnov and Zeitlin [12]. Nakayashiki and Smirnov [11] use
result to give a conjectural formula for the Euler characteristic ofΘ, which has been proved by Nakayashiki [1
in the hyper-elliptic case.

1. Introduction

Soit d un entier positif. À tout polynômeP(x, y)= yr + s1(x)yr−1 + · · · + sr (x) tel que deg(si (x))� id pour
tout i, on peut associer une courbe complèteC, dite spectrale, qui est la fermeture algébrique de la courbe a
{P(x, y)= 0} dans l’espace projectif pondéréP

2(d) (voir [3,6,5]). La géométrie des courbes spectrales (et de
jacobiennes) a été beaucoup étudiée au début des années 80 (voir [1,2,6,7,9]).

Supposons que la courbeC soit lisse et irréductible. NotonsJ (C) la jacobienne deC etΘ le diviseur thêta
surJ (C). Alors en généralisant une construction de Mumford [8], Beauville ([3], aussi Théorème 2.1 ci-de
a identifié la variété affineJ (C)− Θ au quotientMP/P GLr (C), oùMP est l’ensemble des matrices d’ordrer
à coefficients dans l’espace vectoriel des polynômes complexes à une variable de degré�d , dont le polynôme
caractéristique estP . Le groupeP GLr (C) agit par conjugaison surMP . De plus, il a donné les formules (c
Théorème 2.1 ci-dessous) pour les champs de vecteurs invariants par translation sur ce quotient.

Si de plus on suppose que deg(si (x)) � id−1, alors on peut éliminer le passage au quotient pour ob
une description explicite deJ (C) − Θ (cf. Proposition 3.2 ci-dessous). Le but de cette Note est de donne
formule explicite (cf. Théorème 3.5) pour les champs de vecteurs invariants par translation sur cette descr
J (C)−Θ. Cette formule revient à celle de Mumford dans le cas hyperelliptique. Une autre approcheà la physique
a été exploitée par Smirnov et Zeitlin [12]. Dans le papier intéressant [11], Nakayashiki et Smirnov ont ut
résultat pour proposer une formule conjecturale pour la caractéristique d’Euler du diviseurΘ. Celle-ci a été vérifiée
par Nakayashiki [10] dans le cas hyperelliptique.

2. Jacobiennes affines des courbes spectrales

Soientr, d deux entiers positifs. NotonsSd l’espace des polynômes complexes à une variablex de degré� d
etMr(Sd) l’espace des matrices carrées d’ordrer à coefficients dansSd . DéfinissonsΦ :Mr(Sd)→ C[x, y] par
Φ(A(x)) = det(y Id−A(x)). L’image deΦ est contenue dans l’espace des polynômes de la formeP(x, y) =
yr + s1(x)yr−1 + · · · + sr (x) avec deg(si (x)) � id. Un tel polynôme est appeléspectral. Pour fixer l’entierd ,
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on suppose toujours qued est le plus petit entier tel que deg(si(x)) � id soit vérifié pour touti. Si on écrit
A(x)=Adxd +Ad−1x

d−1 + · · · +A0 avecAi ∈ glr (C), alors ceci équivaut àAd �= 0.
On va maintenant associer une courbe complèteCP au polynômeP(x, y). Considérons l’espace projec

pondéréP2(d) = C3 − {0}/C∗, où l’action deC∗ est t (x, y, z) = (tx, tdy, tz). Pour d � 2, P2(d) est une
surface complexe projective avec une singularité au point[0,1,0]. Le plongement deC2 dansP2(d) donné par
(x, y) �→ [x, y,1] induit un plongement deY = {(x, y) | P(x, y) = 0} dansP2(d)lisse. NotonsCP la fermeture
algébrique deY dansP2(d), qui est en fait contenue dansP2(d)lisse. La projectionπ :P2(d)lisse→ P1 qui envoie
[x, y, z] sur[x, z] induit une projectionπP :CP → P1. Il est immédiat queπ est un revêtement ramifié de degrér.
Au-dessus de l’ouvert affineC, π n’est rien d’autre que la première projectionY → C : (x, y) �→ x.

Désormais, on suppose que la courbe spectraleCP est lisse et irréductible. On noteC etπ au lieu deCP etπP .
Rappelons que sur la jacobienneJ (C) (qui paramétrise les classe de diviseurs de degrég−1 surC) de la courbeC,
il y a un diviseurΘ, qui est l’ensemble des classes des fibrés inversiblesL tel queH 0(C,L) �= 0. Il est bien connu
que ce diviseur est ample, donc le complementaireJ (C)−Θ est une variété affine. On a une description expli
de cette variété affine.

Théorème 2.1[3]. (i) Soit MP l’ensemble des matrices d’ordrer à coefficients dansSd dont le polynôme
caractéristique estP . Alors la variété affineJ (C)−Θ s’identifie au quotient deMP par l’action par conjugaison
deP GLr (C).

(ii) Pour tout a ∈ P1 et i ∈ N, le champ de vecteursY (i)a (A(x)) = [Ai(a),A(x)]/(x − a) est invariant par
l’action deP GLr (C). De tels champs de vecteurs commutent entre eux. Leurs images dansJ (C)−Θ engendrent
l’espace des champs de vecteurs invariants par translation surJ (C)−Θ.

En particulier, on remarque que le quotientJ (C) −Θ est lisse, carMP est lisse et l’action deP GLr (C) est
propre et libre.

3. Champs de vecteurs invariants par translation

Pour une matriceJ ∈ glr (C), on noteMJ
P l’ensemble des matricesA(x) dansMP avecAd = J . Rappelons

qu’une matriceJ ∈ glr (C) est régulière si tous les sous espaces propres deJ sont de dimension 1, ceci équivala
au fait que la matriceJ est conjuguée à une matrice de la forme diag(J (λ1), . . . , J (λs)) où J (λi) est un bloc de
Jordan pour la valeur propreλi avecλi �= λj si i �= j . La lissité de la courbeC implique le lemme suivant :

Lemme 3.1.SoitA ∈MP , alors pour touta ∈ P1, la matriceA(a) est régulière.

Désormais, on supposera toujours queJ est de la forme diag(J (λ1), . . . , J (λs)). Ainsi le stabilisateur
P GLr (C, J ) = {R ∈ P GLr (C) | RJ = JR} est isomorphe àCs−1 × Cr−s , qui agit proprement et libremen
surMJ

P . Le Théorème 2.1 montre que la jacobienne affineJ (C)−Θ est isomorphe au quotientMJ
P /P GLr (C, J ).

À partir d’ici, nous supposons que le polynômeP est de la formeP(x, y) = yr + ∑r
i=1 si(x)y

r−i avec
deg(si (x)) � id−1, ainsi si (x) = ∑id−1

j=0 γ
i
j x
j . Dans ce cas,Ad n’a que zéro comme valeur propre. De p

Ad = A(∞) est régulière d’après le lemme précédent, donc on peut prendreJ = J (0), i.e., la matrice de Jordan
un seul bloc.
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Proposition 3.2.Pour toutA(x) ∈MJ
P , il existe un et un seul élémentg ∈ P GLr (C, J ) tel queg−1A(x)g est de la

forme


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · 0


xd +




∗ ∗ ∗ · · · ∗
∗ ∗ ∗ · · · ∗
· · · · · · · · · · · · · · ·
∗ ∗ ∗ · · · ∗
β 0 0 · · · 0


xd−1 +

d−2∑
i=0

Aix
i,

oùβ = (−1)r+1γ rrd−1 etγ rrd−1 est le coefficient de degrérd − 1 desr (x). De plus,β n’est pas nul.

Pour la démonstration, voir par exemple [4]. Cette proposition nous permet de décrire explicitement la
affineX = J (C)−Θ comme suit : c’est la sous-variété deMJ

P définie par les équations :xd−1
r1 = β, xd−1

rs = 0
pour touts � 2. Maintenant nous allons étudier les champs de vecteurs invariants par translation sur cette

Lemme 3.3. Pour tout2 � s � r et pour toutA(x) ∈MJ
P , le vecteurVs = [A(x), J s−1] est tangent à l’orbite de

l’action deP GLr (C, J ) enA(x).

Démonstration. Considérons la courbe, dans GLr (C, J ), c(t) : t �→ Id+tJ s−1. On voit aisément que le vecte
tangent à la courbec−1(t)A(x)c(t) au pointA(x) n’est rien d’autre queVs . ✷

Prenons un élémentA(x)= (fij (x))1�i,j�r dansMJ
P , oùfij (x)=∑

k x
k
ij x

k et, pour tout 1� k � r−1 posons

Ak(a)= (
h
(k)
ij (a)

)
1�i,j�r et

1

x − a
[
Ak(a),A(x)

]= (
b
(k)
ij

)
1�i,j�r .

Alors on a le lemme clé suivant :

Lemme 3.4. Pour tout2 � s � r et 1 � k � r − 1, l’expressionb(k)rs (x)− 1
β
h
(k)
rs−1(a)fr 1(x) ne contient que de

termes de degré� d − 2 enx.

Démonstration. Notonsz(k)ls le coefficient à la position(l, s) de la matrice[Ak(a),A(x)]. Alors on a

z
(k)
ls =

∑
i,i1,...,ik−1

fli1(a) · · ·fik−1i (a)fis(x)−
∑

j,j1,...,jk−1

flj (x)fjj1(a) · · ·fjk−1s(a)

=
∑

i,i1,...,ik−1

(
fli1(a)fis(x)− fli1(x)ais(a)

)
fi1i2(a) · · ·fik−1i (a)

=
∑
i,i1

(
fli1(a)fis(x)− fli1(x)fis(a)

)
h
(k−1)
i1i

(a).

Posons

G(a,x) := fli1(a)fis(x)− fli1(x)fis(x)=
∑
j,j ′
x
j
li1
x
j ′
is

(
ajxj

′ − aj ′
xj
)
.

Alors on a

G(a,x)

x − a =
∑

0�j ′<j�d

(
x
j ′
li1
x
j

is − xjli1x
j ′
is

)(aj ′
xj − ajxj ′

x − a
)

=
∑

0�j ′<j�d

(
x
j ′
li1
x
j
is − xjli1x

j ′
is

)( j−j ′−1∑
t=0

aj
′+t xj−1−t

)
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=
d−1∑
n=0

an
d−1∑
m=0

xm
∑

j ′+j=n+m+1
j ′�min{n,m}
j�max{m,n}+1

(
x
j ′
li1
x
j

is − xjli1x
j ′
is

)
.

Pour le passage à la dernière équation, j’ai posén= j ′ + t etm= j − t − 1.
Donc on a

b
(k)
ls (x)=

z
(k)
ls

x − a =
d−1∑
m=0

xm
d−1∑
n=0

an
∑

j ′+j=n+m+1
j ′�min{n,m}
j�max{m,n}+1

(
x
j ′
li1
x
j
is − xjli1x

j ′
is

)
h
(k−1)
i1i

(a).

Considérons le casl = r et s � 2. Ce qui nous intéresse est le coefficient dexd−1. Dans ce cas,m= d − 1 et la
somme surj ′, j ne contient qu’un seul termej ′ = n et j = d . Commexdri1 = 0 pour touti1 et xdis = 1 si i = s − 1
et 0 sinon, on a

b(k)rs (x)= xd−1
∑
i1

∑
n

anxnri1h
(k−1)
i1 s−1(a)+ termes de degré� d − 2 enx

= xd−1
∑
i1

fri1(a)h
(k−1)
i1 s−1(a)+ termes de degré� d − 2 enx

= h(k)rs−1(a)x
d−1 + termes de degré� d − 2 enx.

D’autre part, on voit que

1

β
h
(k)
rs−1(a)fr1(x)= h(k)rs−1(a)x

d−1 + termes de degré� d − 2 enx,

donc b(k)rs (x) − 1
β
h
(k)
rs−1(a)fr1(x) ne contient que des termes de degré� d − 2 en x, ce qui achève la

démonstration. ✷
Théorème 3.5. La sous-variété affineX deMJ

P définie par les équationsxd−1
r1 = β , xd−1

rs = 0, s = 2, . . . , r est
isomorphe à la jacobienne affineJ (C)−Θ et les champs de vecteurs invariants par translation surJ (C)−Θ
sont engendrés par les champs de vecteursDk,n, 1 � k � r − 1, 0� n� kd − 2, donnés par

[Ak(a),A(x)]
x − a −

r∑
l=2

1

β
h
(k)
r l−1(a)

[
A(x), J l−1]=

kd−1∑
n=0

anDk,n
(
A(x)

)
.

Démonstration. Un calcul simple nous donne le coefficient à la position(r, s) de la matrice membre de gauc
de l’équation du théorème,

b(k)rs (x)−
1

β

s−1∑
i=1

h
(k)
rs−i (a)fr i (x)= b(k)rs (x)−

1

β
h
(k)
rs−1(a)fr 1(x)− 1

β

s−1∑
i=2

h
(k)
rs−i (a)fr i(x).

En remarquant que deg(fri(x))� d−2 pour touti � 2, le Lemme 3.4 nous montre que cette expression ne con
que des termes de degré� d − 2. En conclusion ces champs de vecteurs sont tangents à la sous-variétéX deMJ

P

définie parxd−1
r1 = β , xd−1

rs = 0 pours � 2. Selon le Théorème 2.1 et le Lemme 3.3, on a que les images d
champs de vecteurs dansJ (C) − Θ engendrent l’espace des champs de vecteurs invariants par translat
J (C)−Θ. ✷

Dans le cas hyperelliptique (i.e.,r = 2), on retrouve exactement la formule démontrée par Mumford dan
(Chapter IIIa, Théorème 3.1).
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En utilisant la méthode de séparation des variables, Smirnov et Zeitlin ont étudié ces champs de
dans [12]. Puis Nakayashiki et Smirnov [11] ont proposé la formule conjecturale suivante pour la caracté
d’Euler du diviseurΘ dans la jacobienne de la courbe spectraleC :

χ(Θ)= (−1)g−1rdr
2−2r+1(rd − 1)r−1(/(r))2 r−1∏

j=1

/(j)

/(rd + j)
(
/((jrd − j)/r)

/(j/r)

)2

.

Dans le cas hyperelliptique, cette formule a été vérifiée par Nakayashiki [10] en utilisant une approche dif
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