Available online at www.sciencedirect.com

sc.ence@p.“w

—._COMPTES RENDUS

ELSEVIER C.R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003) 105-110

Géométrie algébrique

Champs de vecteurs invariants par translation sur
les jacobiennes affines des courbes spectrales

Baohua Fu

Laboratoire J.A. Dieudonné, Université de Nice, Parc Valrose, 06108 Nice cedex 2, France
Recu le 17 mars 2003 ; accepté apres révision le 3 juin 2003

Présenté par Jean-Pierre Demailly

Résumé

En utilisant des résultats de A. Beauville (Acta Math. 164 (1990) 211-235), nous donnons une description explicite des
champs de vecteurs invariants par translation sur les jacobiennes affines des courbes spectrales qui justifie mathématiqueme
les travaux de F.A. Smirnov and V. Zeitlin (preprint math-ph/0203037). Dans le cas hyperelliptique, cette description est due a
D. Mumford (Tata Lectures on Theta, Vol. Il, Birkh&user, Boston, 19B8)r citer cet article: B. Fu, C. R. Acad. Sci. Paris,

Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Translation-invariant vector fields on affine Jacobians of spectral curvesThanks to results of A. Beauville (Acta Math.
164 (1990) 211-235), we give an explicit description of translation-invariant vector fields on affine Jacobians of spectral curves,
which gives a mathematical support for the work of F.A. Smirnov and V. Zeitlin (preprint math-ph/0203037). In the hyperelliptic
case, this description is due to D. Mumford (Tata Lectures on Theta, Vol. Il, Birkh&user, Boston, T®88% this article:
B. Fu, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Letd be a positive integer. To every polynom®ix, y) = y" +s1(x)y" ~14---+5,(x) such that de@; (x)) < id
for all i, we can associate a spectral cu/ewhich is the Zariski closure of the affine curyB(x, y) = 0} in the
weighted projective plai®?(d) (see [3,6,5]). Suppos€ is smooth and irreducible and denote its Jacobian and its
theta divisor byJ (C) and®, respectively. Then, by generalizing a construction of Mumford [8], Beauville proved
in [3] that the affine Jacobia(C) — ® is isomorphic to the quotienp /PGL, (C), where Mp is the set of
r X r matrices, of characteristic polynomig| with coefficients in the vector space of complex polynomial in one
variable of degreeld. The groupP GL, (C) acts onMp by conjugation. Furthermore, a formula for translation-
invariant vector fields on this quotient is given (cf. Théoréme 2.1).
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If we suppose that deég (x)) < id —1, we can avoid the quotient process to obtain a more explicit description
of J(C) — ® as the sub-variety iM,i defined by some explicit equations (cf. Proposition 3.2), wIMé[,edenotes
the matrices inMp for which the leading coefficient matrix of? is J, the one block Jordan matrix with 0 on
the diagonal. The main purpose here is to give an explicit description for translation-invariant vector fields on this
sub-variety:

Theorem 0.1.The translation-invariant vector fields ahl(C) — ® are generated by the vector fieldy ,, 1 <
k <r—1, 0<n <kd — 2, which are defined by the formugalid for all a € P1)

Ak A , 1 kd—1
% = 2 gl @A, I = 3 " D (A)).
=2 n=0

where(—1)"t14 is the coefficient af"?~1in s, (x) andhi’;)_l(a) is the(r, I — 1)-th element of the matrid* ().

This formula reduces to that of Mumford ([8], Theorem 3.1 of Chapter llla) in the hyper-elliptic case. Another
methoda la physiquehas been proposed by Smirnov and Zeitlin [12]. Nakayashiki and Smirnov [11] used this
result to give a conjectural formula for the Euler characteristi®pfvhich has been proved by Nakayashiki [10]
in the hyper-elliptic case.

1. Introduction

Soitd un entier positif. A tout polyndme (x, y) = y" +s1(x)y" "1+ --- + 5, (x) tel que degs; (x)) < id pour
touti, on peut associer une courbe compl€talite spectrale, qui est la fermeture algébrique de la courbe affine
{P(x, y) = 0} dans I'espace projectif pondéré(d) (voir [3,6,5]). La géométrie des courbes spectrales (et de leurs
jacobiennes) a été beaucoup étudiée au début des années 80 (voir [1,2,6,7,9]).

Supposons que la courlge soit lisse et irréductible. Notons(C) la jacobienne d& et ® le diviseur théta
surJ(C). Alors en généralisant une construction de Mumford [8], Beauville ([3], aussi Théoréme 2.1 ci-dessous)
a identifié la variété affind (C) — @ au quotientMp /P GL, (C), ou Mp est 'ensemble des matrices d’ordre
a coefficients dans I'espace vectoriel des polynémes complexes a une variable dededoit le polynéme
caractéristique esP. Le groupelP GL,(C) agit par conjugaison su¥p. De plus, il a donné les formules (cf.
Théoreme 2.1 ci-dessous) pour les champs de vecteurs invariants par translation sur ce quotient.

Si de plus on suppose que degx)) < id—1, alors on peut éliminer le passage au quotient pour obtenir
une description explicite dé(C) — ® (cf. Proposition 3.2 ci-dessous). Le but de cette Note est de donner une
formule explicite (cf. Théoréme 3.5) pour les champs de vecteurs invariants par translation sur cette description de
J(C) — ©. Cette formule revient a celle de Mumford dans le cas hyperelliptique. Une autre appiagtteysique
a été exploitée par Smirnov et Zeitlin [12]. Dans le papier intéressant [11], Nakayashiki et Smirnov ont utilisé ce
résultat pour proposer une formule conjecturale pour la caractéristique d’Euler du dévis@elie-ci a été vérifiée
par Nakayashiki [10] dans le cas hyperelliptique.

2. Jacobiennes affines des courbes spectrales

Soientr, d deux entiers positifs. Noton$; I'espace des polynémes complexes & une varialde degré< d
et M, (S,) I'espace des matrices carrées d’ordré coefficients dans,. Définissonsd : M, (S;) — Clx, y] par
@ (A(x)) = detlyld—A(x)). L'image de® est contenue dans I'espace des polyndmes de la fdttmey) =
y 4+ s1(x)y "L+ - 4+ 5,.(x) avec degs; (x)) < id. Un tel polyndme est appepectral Pour fixer I'entierd,
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on suppose toujours que est le plus petit entier tel que degix)) < id soit vérifié pour touti. Si on écrit
A(x) = Agx? + Ag_1x?1 4+ ... + Ag avecA; € gl,(C), alors ceci équivaut &, # 0.

On va maintenant associer une courbe compi&teau polyndmeP (x, y). Considérons I'espace projectif
pondéréP?(d) = C3 — {0}/C*, ol laction deC* estt(x,y,z) = (tx,t%y,tz). Pourd > 2, P?(d) est une
surface complexe projective avec une singularité au géirt, 0]. Le plongement d€? dansP?(d) donné par
(x,y) — [x,y,1] induit un plongement d& = {(x, y) | P(x, y) = 0} dansP?(d)jisse NotonsCp la fermeture
algébrique d& dansP?(d), qui est en fait contenue daf$(d)jisse La projectiont : P2(d)jisse— P! qui envoie
[x,y, z] sur[x, z] induit une projectionrp : Cp — PL. Il estimmédiat quer est un revétement ramifié de degré
Au-dessus de I'ouvert affin€, = n’est rien d’autre que la premiére projectibr~> C: (x, y) — x.

Désormais, on suppose que la courbe spectralest lisse et irréductible. On noteetr au lieu deCp etzp.
Rappelons que sur la jacobienh@’) (qui paramétrise les classe de diviseurs de dggré surC) de la courbe”,

il y a un diviseur®, qui est 'ensemble des classes des fibrés inversibtesqueH%(C, L) +# 0. Il est bien connu
que ce diviseur est ample, donc le complementa{®) — ® est une variété affine. On a une description explicite
de cette variété affine.

Théoreme 2.1[3]. (i) Soit Mp I'ensemble des matrices d'ordre a coefficients dans,; dont le polynéme
caractéristique esP. Alors la variété affine/ (C) — © s’identifie au quotient dé/p par I'action par conjugaison
dePGL,(C).

(i) Pour touta € P! eti € N, le champ de vecteurEf)(A(x)) =[Al(a), A(x)]/(x — a) est invariant par
I'action deP GL, (C). De tels champs de vecteurs commutent entre eux. Leurs images@ans @ engendrent
I'espace des champs de vecteurs invariants par translation’ Gy — ©.

En particulier, on remarque que le quotiefi(iC) — ® est lisse, caM p est lisse et I'action d&® GL, (C) est
propre et libre.

3. Champs de vecteurs invariants par translation

Pour une matrice € gl,(C), on noteM{, 'ensemble des matrices(x) dansMp avecA,; = J. Rappelons
gu’une matrice/ € gl,.(C) est réguliére si tous les sous espaces proprgssbmt de dimension 1, ceci équivalant
au fait que la matricg est conjuguée a une matrice de la forme didg1), ..., J(As)) ou J(A;) est un bloc de
Jordan pour la valeur propeg avech; # A ; sii # j. La lissité de la courb€ implique le lemme suivant :

Lemme 3.1.SoitA € Mp, alors pour toutz € P!, la matriceA(a) est réguliére.

Désormais, on supposera toujours glieest de la forme dia@ (11),..., J(Xs)). Ainsi le stabilisateur
PGL,(C,J) = {R € PGL,(C) | RJ = JR)} est isomorphe &*~1 x C"~*, qui agit proprement et librement
surM{,. Le Théoréme 2.1 montre que la jacobienne affit€) — ® estisomorphe au quotieM,{/]P’GLr (C, ).

A partir d’ici, nous supposons que le polynénfeest de la formeP(x,y) = y" + Y _isi(x)y"" avec
deds; (x)) <id—1, ainsis; (x) = Z']F’:_Ol y]’fxf'. Dans ce casAy n'a que zéro comme valeur propre. De plus
Az = A(oo) est réguliere d'aprés le lemme précédent, donc on peut préndré(0), i.e., la matrice de Jordan &
un seul bloc.
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Proposition 3.2.Pour toutA(x) € M, il existe un et un seul élément PGL, (C, J) tel queg—1A(x)g estde la
forme

o 1 0 --- 0 * % % *

o o 1 --- 0 * ok k... % -
R I L T IO xd_l—l-ZAixi,
o o o --- 1 ok ok --. ok i

o o o --- 0 B 0 0 -~ 0

oup = (-1 iy’ Y/._1 €ty.,_, estle coefficient de degré — 1 des, (x). De plus,s n’est pas nul.

Pour la démonstration, voir par exemple [4]. Cette proposition nous permet de decrire explicitement la variété
affine X = J(C) — ® comme suit : c’est la sous-variété Mé’ définie par les equamons»cr1 =B, xd 1-0
pour touts > 2. Maintenant nous allons étudier les champs de vecteurs invariants par translation sur cette variété.

Lemme 3.3. Pour tout2 < s < r et pour toutA(x) € M},, le vecteurV, = [A(x), J*~1] est tangent & I'orbite de
'action dePGL, (C, J) enA(x).

Démonstration. Considérons la courbe, dans GC, J), ¢(t) :t — ld+tJ°~1. On voit aisément que le vecteur
tangent a la courbe 1(r) A(x)c(r) au pointA(x) n'est rien d’autre qu&,. O

Prenons un élémentt(x) = (f;; (x))1<i, j<- dansM3, ou f;j(x) = >, xf‘jx" et, pour tout I< k < r — 1 posons

1
k _ (1) k _ (1K)
AMa) = (hij (a))lgi,jgr et x—a[A (@), A)] = (bij )1gi,jgr'
Alors on a le lemme clé suivant :

Lemme 3.4. Pourtout2<s<retl<k<r—1, I'expressionb(k)(x) 1h(") " ,(a) fr1(x) ne contient que des
termes de degré& d — 2 enx.

Démonstration. Notonsxlk) le coefficient & la positiokt, s) de la matricd A*(a), A(x)]. Alors on a
0 = Z fir @ fu i@ fis) = > fj@) fip@) - fis(@)
lk—1 JoJ1ses Jk—1

= Z (fiir (@) fis () = fuiy ()atis (@) figip(@) -+ fir_yi (@)

L0, ik—1

= (fi (@ fis ) = fiy ) fis @)t P (@).

i,i1

Posons
- -/ .. o
G(a.x) = fiiy (a) fis (¥) = fiy () fis () = Y x}; ) (alx —al x7).
JsJ’
Alorson a
G(Cl,x) . . . .y a] x] _aJxJ
= Z (xljz xi]v _xlji xijs)
xX—a 1 1H xX—a

0<j'<j<d

j—j'-1
— JJ Jit j—1—t
- Z (xlzlxzv xlzl 19 ( Z a X )

0<j'<j<d
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d—1 d—1 , ,

_ n m Joi

= Za Z X Z (xlilxis xlilxis)’
n=0 m=0 J'+j=n+m+1

J/ <minfn,m}
j=max{im,n}+1

Pour le passage a la derniere équation, jai poséj’ +t etm=j —t — 1.

Doncona
Z(k) d—1 - ,
(k) N J (k—1)
by () = Zx Za > (=t V).
j/+j=n+m+1
j/ <min{n,m}

Jj=max{m,n}+1

Considérons le cas= r ets > 2. Ce qui nous intéresse est le coefficienkéiel. Dans ce casy =d — 1 etla
somme sur’, j ne contient qu’'un seultermg =n et j =d. Commex;iil = 0 pour toutiq etxl.ds =lsii=s—1
et 0 sinon, on a

b (x) = x4 Z Za”x" h* D (a) + termes de degré d — 2 enx

rig"tips—1

=x4713" £ (@h Y (@) + termes de degré d — 2 enx

=hn% | (@)x9~t + termes de degré d — 2 enx.
D’autre part, on voit que
Ehi';) 1@ fr1) =hY_ (@) x4t + termes de degré d — 2 enx,
donc bﬁﬁ)(x) 1h(k) " 1(a) fr1(x) ne contient que des termes de degtéd — 2 en x, ce qui acheve la
démonstration. D

Théoréme 3.5. La sous-variété affin& de M} définie par les équations’; = 8, x4 1 =0,5=2,...,r est
isomorphe a la jacobienne affinB([C) — © et les champs de vecteurs invariants par translation 5(f) —
sont engendrés par les champs de vectéyrg, 1 <k <r —1,0<n <kd — 2, donnés par

] - kd—1
w -y ;’h(k) {@[AG). =) " Dea(AR)).
=2 n=0

Démonstration. Un calcul simple nous donne le coefficient a la positian) de la matrice membre de gauche
de I'équation du théoréme,

k k k

b® (x) — Zhiﬁ i@ fri(x) =b%) () — ﬁhiﬁ 1@ fra(x) = Zhiﬁ 1@ fri(x).

i=1 i=2

Enremarquant que défj; (x)) < d —2 pourtout > 2, le Lemme 3.4 nous montre que cette expression ne contient
que des termes de degs(ed 2. En conclusion ces champs de vecteurs sont tangents a la sous—XadkéM’
définie par)cf’l‘1 =B, x, =0 pours > 2. Selon le Théoreme 2.1 et le Lemme 3.3, on a que les images de tels
champs de vecteurs dadsC) — ® engendrent I'espace des champs de vecteurs invariants par translation sur
J(C)—6O. O

Dans le cas hyperelliptique (i.e.~= 2), on retrouve exactement la formule démontrée par Mumford dans [8]
(Chapter llla, Théoréme 3.1).
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En utilisant la méthode de séparation des variables, Smirnov et Zeitlin ont étudié ces champs de vecteurs
dans [12]. Puis Nakayashiki et Smirnov [11] ont proposé la formule conjecturale suivante pour la caractéristique
d’Euler du diviseur® dans la jacobienne de la courbe specttate

r—1 . . . 2
_ _ _ ING)) C((jrd — j)/7)
X(O) = (1) a2+ e g 1y 1)) : ( : ) '
anll‘(rdJrJ) rG/m

Dans le cas hyperelliptique, cette formule a été vérifiée par Nakayashiki [10] en utilisant une approche différente.
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