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Résumé

On démontre un théorème de structure pour les algèbres de Hopf colibres : une telle algèbre de Hopf est isomorphe
diptère enveloppante de sa partie primitive. Une algèbre diptère est une algèbre associative munie d’une structure
à gauche sur elle-même. Ce résultat est une conséquence d’un analogue, dans le contexte non-cocommutatif, du t
Poincaré–Birkhoff–Witt et du théorème de Milnor–Moore.Pour citer cet article : J.-L. Loday, M. Ronco, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Cofree Hopf algebras. We prove a structure theorem for the cofree Hopf algebras: such a Hopf algebra is the un
enveloping dipterous algebra of its primitive part. A dipterous algebra is an associative algebra equipped with a str
left module over itself. This theorem is a consequence of an analogue, in the non-cocommutative framework, of the P
Birkhoff–Witt theorem and of the Milnor–Moore theorem.To cite this article: J.-L. Loday, M. Ronco, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Dipterous algebra. By definition adipterous algebrais an associative algebra equipped with an extra left ac
on itself. Denoting by∗ and� these two binary operations, the relations are

(x ∗ y) ∗ z= x ∗ (y ∗ z) and (x ∗ y)� z= x � (y � z).
The free dipterous algebra over a vector space can be described explicitly in terms of the planar rooted

Cofree Hopf algebras. A Hopf algebraH over a field is said to becofree if, as a coalgebra, it is isomorph
to the tensor coalgebraT c(V ), whose comultiplication is the deconcatenation. HereV is the primitive part ofH
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and inherits a structure ofB∞-algebra (with differential zero). There exists a functor from dipterous algebr
B∞-algebras, which admits a left adjoint, that we denote byUD.

Theorem 0.1. For any cofree Hopf algebraH over a field there is an isomorphism

H ∼= UD(PrimH)+.

The notation(−)+ means that we have adjoined a unit to the dipterous algebra.

Theorem 0.2. LetH be a Hopf algebra over a field. The following are equivalent:

(a) H is a connected dipterous Hopf algebra,
(b) H is isomorphic to UD(PrimH)+ as a dipterous Hopf algebra,
(c) H is cofree among connected coalgebras.

1. Algèbres de Hopf colibres et B∞-algèbres

Une algèbre de Hopf(H,∗,∆) est la donnée d’un espace vectorielH sur un corpsK muni d’une multiplication
∗ associative unitaire, d’une comultiplication∆ coassociative co-unitaire, compatibles.

1.1. Algèbres de Hopf colibres

On dira (par abus de langage) qu’elle estcolibre si en tant que cogèbre elle est isomorphe à la cogèbreT c(V )

ayant pour espace sous-jacent le module tensorielK⊕V ⊕V ⊗2 ⊕· · · et pour comultiplication la déconcaténatio
∆(x1 · · ·xn) = ∑i=n

i=0 x1 · · ·xi ⊗ xi+1 · · ·xn. Ici on a évidemmentV = PrimH. On remarquera queH est alors
connexeau sens de Quillen (cf. [8], p. 282). SupposonsH = T c(V ). Alors la structure multiplicative∗ détermine,
par restriction, des applicationsMpq :V⊗p ⊗ V⊗q → V . Puisque∗ est associative unitaire, ces applicatio
satisfont à un certain nombre de relationsRijk . Par exemple la relationR111 est

M21(uv,w)+M21(vu,w)+M11
(
M11(u, v),w

) =M12(u, vw)+M12(u,wv)+M11
(
u,M11(v,w)

)
.

1.2. Algèbres de Hopf colibres etB∞-algèbres

Par définition, voir par exemple [11], uneB∞-algèbreR (avec différentielle nulle) est un espace vectoriel m
d’applications linéaires

Mpq :R⊗p ⊗R⊗q →R, pourp � 0, q � 0

satisfaisant aux relationsRijk . En utilisant la propriété de coliberté deT c(R) on peut reconstruire l’opération∗ à
partir desMpq et les relationsRijk assurent que∗ est associative unitaire, ainsi(T c(R),∗,∆) est une algèbre d
Hopf colibre.

1.3. Exemples

Si les opérationsMpq sont nulles pourp > 1, on alors la notion d’algèbre parenthésée(brace algebras), cf. [1
9,10]. Si seuleM11 est non nulle, on a alors tout simplement une algèbre associative (non nécessairement
à cause de la relationR111. On peut aussi avoirM11 = 0 (B∞-algèbre triviale).
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2. Algèbres diptères

Par définition une algèbrediptèreest une algèbre associative(A,∗) sur le corpsK munie d’une opération binair
supplémentaire, notée� :A⊗A→A vérifiant la relation diptère :

(x ∗ y)� z= x � (y � z).
Une algèbrediptère unitaireest une algèbre associative unitaire augmentée dont l’idéal d’augmentation est d
pour laquelle on a étendu partiellement l’opération� en posant : 1� x = x et x � 1 = 0 pour tout élémentx de
l’idéal d’augmentation.

Exemple 1. Les algèbres dendriformes (cf. [2], p. 36) sont des exemples d’algèbres diptères, et donc a
algèbres de Zinbiel (cf. [2], p. 45). Rappelons que ces dernières sont caractérisées par la relation

x ∗ y = x � y + y � x.
Pour touteB∞-algèbreR l’algèbre associativeT c(R) est munie d’une opération diptère caractérisée par

v1v2 · · ·vn = ((· · · (v1 � v2)� · · ·) � vn
)
, pour toutvi ∈ R.

Proposition 2.1. Toute algèbre diptère possède une structure d’algèbreB∞.

Preuve (Esquisse). Si l’un des indices est nul on poseM00 = 0, M10 = Id =M01, Mn0 = 0 =M0n pourn� 2.
Ensuite on utilise les formules qui donnent∗ en fonction desMpq de la façon suivante : on remplace les tense
x1x2 · · ·xn ∈ V ⊗n par((· · · ((x1 � x2)� · · ·)� xn). Ainsi en basses dimensions, en posantx ∗ y = x ≺ y + x � y,
on obtient

M11(u, v)= u≺ v − v � u,
M21(uv,w)= (u� v)≺w− u� (v ≺w),
M12(u, vw)= u≺ (v �w)− v � (u≺w)+ (v ≺w)� u.

Remarque 1. Si l’algèbre diptère est dendriforme, alors laB∞-algèbre associée est une algèbre parenthésée

2.1. Définition de l’algèbre diptère enveloppante

Soit R une algèbreB∞. Son algèbre diptère enveloppanteest le quotient de l’algèbre diptère libre s
l’espace vectorielR, notée Dipt(R), par la relation qui identifie les deux structures d’algèbre diptère :UD(R) :=
Dipt(R)/∼.

On vérifie aisément que le foncteurUD est adjoint à gauche du foncteur qui va des algèbres diptères da
algèbresB∞.

2.2. Algèbre diptère libre

L’algèbre diptère libre sur l’espace vectorielV est de la forme Dipt(V ) = ⊕
n�1 Diptn⊗V ⊗n où Diptn est

la partie de degrén de l’algèbre diptère libre sur un générateur. Cette dernière peut se décrire explicite
l’aide des arbres planaires enracinés (chaque sommet interne a une racine et au moins deux feuilles)Tn

l’ensemble des arbres planaires enracinés àn feuilles. Le nombre d’éléments deTn est le super nombre de Catal
Cn−1 : (1,1,3,11,45,197,903, . . .). Soit Dipt(K) l’algèbre associative libre sur l’ensembleT := ⋃

n�1 Tn (c’est-
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Dipt(K) en posant, pour tout arbressi , tj :

(s1s2 · · · sk)� (t1t2 · · · tl) :=
(
s1 ∨ (

s2 ∨ (· · · ∨ (sk ∨ t1 ∨ · · · ∨ tl)·)
))
,

où∨ désigne le greffage des arbres planaires (cf. [2,4]).
On peut montrer que cette algèbre diptère est bien l’algèbre diptère libre sur un générateur (en l’oc

l’arbre à une feuille).

3. Structure des algèbres de Hopf colibres

Soit (H,∗,∆) une algèbre de Hopf colibre comme définie ci-dessus. On sait que sa partie primitive PrimH est
une algèbreB∞, on peut donc former l’algèbre diptèreUD(PrimH). En utilisant le fait queUD(R) est le quotient
de l’algèbre diptère libre Dipt(R) on peut montrer que, après avoir rajouté une unité :UD(R)+ = UD(R)⊕K.1,
on peut munirUD(R)+ d’une structure d’algèbre de Hopf (cf. [3]).

Théorème 3.1. Pour toute algèbre de Hopf colibre(H,∗,∆) sur le corpsK on a un isomorphisme d’algèbres d
Hopf

H ∼= UD(PrimH)+.

3.1. Algèbres de Hopf diptères

Le Théorème 3.1 est en fait la conséquence d’un théorème plus fin. Avant de l’énoncer on définit la
d’algèbre de Hopf diptère. C’est une algèbre de Hopf(H,∗,∆), qui est munie d’une structure diptère unitaire.
plus on demande que l’application linéaire∆ soit un morphisme d’algèbres diptères pour la structure diptèr
H⊗H suivante :

(x ⊗ y)� (x ′ ⊗ y ′)= (x ∗ x ′)⊗ (y � y ′)

si y ouy ′ appartient à l’idéal d’augmentation, sinon

(x ⊗ 1)� (x ′ ⊗ 1)= (x � x ′)⊗ 1.

Théorème 3.2. SoitH une algèbre de Hopf sur le corpsK. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) H est une algèbre de Hopf diptère connexe,
(b) H est isomorphe à UD(PrimH)+ en tant qu’algèbre de Hopf diptère,
(c) H est colibre parmi les cogèbres connexes.

Remarque 2. Ce résultat est l’analogue non-cocommutatif du résultat classique suivant : soitH une algèbre de
Hopf sur le corpsK de caractéristique zéro. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) H est connexe et cocommutative,
(b) H est isomorphe àU(PrimH) en tant qu’algèbre de Hopf cocommutative,
(c) H est colibre parmi les cogèbres connexes cocommutatives.

L’implication (a)⇒ (b) est le théorème de Milnor–Moore (cf. [6,8]).
L’implication (b) ⇒ (c) est le théorème de Poincaré–Birkhoff–Witt (cf. [8]).
L’implication (c) ⇒ (a) est une tautologie.
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Dans notre contexte les algèbres de Lie ont été remplacées par les algèbresB∞ et le foncteur algèbre
enveloppanteU par le foncteurUD. On remarquera que l’on n’a pas besoin de l’hypothèse de caractéristique

3.2. Exemples

(a) Si laB∞-algèbre PrimH est en fait une algèbre parenthésée (Mpq = 0 sip > 1), alors on peut montrer qu
UD(PrimH)+ est une algèbre dendriforme (cf. [2]) et le théorème précédent n’est autre que le théorème p
de [9,10]. La structure d’algèbre de Hopf de l’algèbre dendriforme libre a été décrite dans [4] (voir aussi [3

(b) Si Mpq = 0 pourp > 1 et pourq > 1, la seule donnée est alorsM11 qui est une structure d’algèb
associative (non unitaire). SoitA une telle algèbre associative considérée comme une algèbreB∞. La structure
d’algèbre de Hopf deT c(A) est donnée par

(ωa) ∗ (θb)= (ω ∗ θb)a + (ωa ∗ θ)b+ (ω ∗ θ)M11(a, b),

poura, b ∈A etω ∈A⊗p et θ ∈A⊗q . On peut vérifier que si l’on note respectivement(ωa)≺ (θb), (ωa)� (θb),
et (ωa) · (θb) les trois termes de la somme, alors on obtient une trigèbre dendriforme au sens de [5].

(c) Si la structureB∞ de PrimH est triviale, c’est à dire siMpq = 0 saufM10 etM01, alorsH est l’algèbre de
Zinbiel libre sur PrimH, c’est à dire l’algèbre des shuffles (en tant qu’algèbre associative).

3.3. Indication sur la démonstration

Le point-clé de la démonstration est la construction d’un analogue, dans le cadre non-cocommutatif, du
idempotent eulériene(1) ∈ EndK(H). Dans ce cadre il est donné par la formule suivante :

e(1) :=
∑
n�1

(−1)n+1 �n ◦∆̄n,

où l’opération�n est donnée par

�n (a1 · · ·an)= a1 � (
a2 � (· · · (an−1 � an)·

))
,

et l’opération∆̄n est l’itérée de la diagonale réduite.
La propriété principale dee(1) est que son image est précisément la partie primitive deH : Im e(1) = PrimH.

Elle permet de démontrer que la partie primitive de l’algèbre diptère libre Dipt(V ) est laB∞-algèbre libre surV .

4. Variante : les algèbres 2-associatives

On peut, dans les Théorèmes 3.1 et 3.2, remplacer les algèbres diptères par les algèbres 2-associative
Unealgèbre2-associativeest la donnée d’un espace vectoriel muni de deux structures associatives (on les n∗
et &). S’il existe un élément qui est l’unité pour ces deux structures on dira que l’algèbre 2-associative estunitaire.
Les modifications à apporter sont alors les suivantes.

Dans la Proposition 2.1 la structureB∞ d’une algèbre 2-associative est obtenue en remplaçant les ten
x1x2 · · ·xn ∈ V ⊗n parx1 & x2 & · · · & xn.

Dans la Section 2.2 l’algèbre 2-associative libre sur un générateur est encore l’algèbre associative libT.
La seconde opération& est alors donnée par



s & t = s1 ∨ · · · ∨ sm ∨ t1 ∨ · · · ∨ tn,
s1 · · · sk & t = (s1 ∨ · · · ∨ sk)∨ t1 ∨ · · · ∨ tn si k � 2,
s & t1 · · · tl = s1 ∨ · · · ∨ sm ∨ (t1 ∨ · · · ∨ tl) si l � 2,

s1 · · · sk & t1 · · · tl = (s1 ∨ · · · ∨ sk)∨ (t1 ∨ · · · ∨ tl) si k � 2, l � 2,

où s = s1 ∨ · · · ∨ sm et t = t1 ∨ · · · ∨ tn (voir aussi [7]).
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Dans la Section 3.1 la structure 2-associative deH⊗H est donnée par

(x ⊗ y) & (x ′ ⊗ y ′)= (x & x ′)⊗ (y & y ′).

La compatibilité demandée entre la comultiplication∆ et la deuxième opération associative& est la relation de
Hopf infinitésimale unitaire (cf. [3]) :

∆(x & y)= (x ⊗ 1) & ∆(y)+∆(x) & (1⊗ y)− x ⊗ y.

Dans la Section 3.2 les algèbres dendriformes ne forment pas un sous-cas des algèbres 2-associa
pourquoi l’on a privilégié la structure diptère.
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