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Résumé

SoientV ⊂ R
n une sous-variété fermée, non compacte de classeC2 et f :V → R une fonction de classeC2 définissable

dans une structure o-minimale. On démontre que le flot du champ de gradient def par rapport a la métrique riemannien
induite surV plonge une hypersurface de niveau def non singulière correspondant à une valeur critique à l’infini dans
hypersurface de niveau typique. On généralise ce résultat au cas d’un polynôme complexe.Pour citer cet article : D. D’Acunto,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the topology of fibers of functions definable in an o-minimal structure.Let V ⊂ Rn be a closed, non compactC2

manifold andf :V → R be aC2 function definable in an o-minimal structure. We prove that the flow of the gradient fie
f with respect to the induced riemannian metric onV embeds a non singular asymptotic critical level off into a typical level
of f . We apply this result to complex polynomials.To cite this article: D. D’Acunto, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

SoientA une structure o-minimale surR (voir [5]) et V ⊂ R
n une sous-variété de classeC2, fermée, non

compacte et définissable dansA. Soit f :V → R une fonction définissable dansA de classeC2. On sait que
f est une fibration triviale au-dessus de chaque composante connexe du complémentaire d’un ensemb
valeursΛ. L’ensembleBf des valeurs de bifurcation def est le plus petit ensembleΛ qui satisfait la propriété
précédente. Il contient l’ensembleK0(f ) des valeurs critiques def . Lorsque la fonctionf n’est pas propre
Bf peut contenir d’autres valeurs qu’on peut caractériser comme des valeurs de bifurcation à l’infini. L’en
Bf étant difficile à déterminer, nous utiliserons la notion de valeurs critiques généralisées. Il s’agit d’un en
K(f ) qui contientBf .

La variétéV étant munie de la métrique riemannienneg induite par la structure euclidienne surRn, on note
〈·, ·〉g, | · |g et∇g respectivement le produit scalaire, la norme et le gradient associés à la métriqueg.

✩ Travaux financés par le réseau européenRAAG (EC contract number HPRN-CT-00271).
Adresse e-mail :ddacunto@mat.ucm.es (D. D’Acunto).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00348-0



328 D. D’Acunto / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003) 327–330

ite

r [8]).

t

uve du

ue.
Définition (Condition de Malgrange). La fonctionf satisfait lacondition (M) de Malgrangeen t ∈ R si et
seulement s’il existe un voisinage ouvertU(t) det dansR et une constanteC > 0 tels que pour toutx ∈ f−1(U(t))

et |x| suffisament grand :

|x| · ∣∣∇gf (x)
∣
∣
g

� C. (M )

On dira quec ∈ R est unevaleur critique asymptotiquedef si la condition(M) de Malgrange n’est pas satisfa
enc. On note alorsK∞(f ) l’ensemble des valeurs critiques asymptotiques def .

L’ensembleK∞(f ) contient au plus un nombre fini de points. En effet, la démonstration de [3] pourV = Rn se
généralise facilement au cas d’une sous-variété. PosonsK(f ) = K0(f ) ∪K∞(f ). On a alors la

Proposition.La condition(M) de Malgrange est condition suffisante de fibration def par le flot du champ
∇gf

|∇gf |2g .

En particulierBf ⊂ K(f ).

Démonstration. Soit [a, b] un intervalle fermé d’intersection vide avecK(f ). Alors f satisfait la condition(M)

de Malgrange sur le segment[a, b] pour une constanteC ne dépendant pas du choix det ∈ [a, b]. Notonsφ
le flot du champX = ∇gf

|∇gf |2g . Soit Σ ⊂ f−1(a) une section compacte deX. Pour toutx ∈ Σ , notonsγx la

courbe intégrale deX passant parx. D’après(M) on a |γx(t)| � |x| + 1
C

∫ t

a |γx(s)|ds pour toutt ∈ [a, b]. En
appliquant le lemme de Gronwall à cette inégalité on a|γx(t)| � |x|expb−a

C
. Par compacité deΣ on obtient une

borne uniforme de la longueur desγx pour x ∈ Σ entre les niveauxf−1(a) et f−1(b). La restriction deφ à
Σ × {b} est unC1-difféomorphisme sur son image. On déduit des propriétés def que φ̃ = φ|f−1(a)×{b} est un
C1-difféomorphisme global entref−1(a) etf−1(b). ✷

La condition(M) de Malgrange est également suffisante pour trivialiser un polynôme complexe (voi
Remarquons qu’en généralBf �= K(f ), même sif est un polynôme défini surR2 (cf. [4]). On s’interesse
désormais à la topologie des fibres au voisinage d’une valeurc ∈ K∞(f ) \ K0(f ). Soit t ∈ ]c,+∞[ tel que
[c, t] ⊂ Imf et [c, t] ∩K(f ) = {c}. Sous les hypothèses précédentes on a le résultat principal de la note :

Théorème de plongement.Il existe un plongement de classeC1, Φt :f−1(c) → f−1(t). Plus précisément, le flo
du champ

∇gf

|∇gf |2g plonge chaque composante connexe def−1(c) dans une composante connexe def−1(t).

Un résultat similaire a été obtenu par Chazal (voir [1] et [2]) dans le cas d’un feuilletage de Rolle. La pre
théorème de plongement repose sur l’étude du comportement à l’infini du champ de gradient∇gf .

2. Inégalité de Łojasiewicz à l’infini

Nous étudions dans cette partie comment|∇gf |g tend vers 0 au voisinage d’une valeur critique asymptotiq
La Proposition 2.1 montre qu’en composantf à gauche par une fonction définissableψ , la fonctionψ ◦ f une
condition de type(M), maisψ ◦f n’est pas bornée au voisinage def−1(0). Supposonsf � 0, 0∈ K∞(f )\K0(f )

et que 0 appartient à l’adhérence de l’image def .

Proposition 2.1. Il existe des réelsC,R,� > 0, et une fonction définissableψ : ]−�,0[ → R de classeC1

sur ]−�,0[, strictement croissante et positive, tels que pour toutx ∈ V, |x| > R et f (x) ∈ ]−�,0[, on ait :
|x| · |∇g(ψ ◦ f )(x)|g � C.
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Demonstration (inspirée de[6]). Définissonsϕ(t) = inf{|xν | · |∇gf (xν)|g: |xν | → +∞, limν→+∞ f (xν) = t}.
Si t /∈ K∞(f ), alorsϕ > 0 dans un voisinage ouvert det . Pourε > 0 suffisamment petit, posons

∆ = {
x ∈ V \ f−1(0): −ε < f (x), |x| · ∣∣∇gf (x)

∣
∣
g

� 2ϕ
(
f (x)

)}
.

L’ensemble∆ ⊂ V est définissable dansA puisque∇gf est définissable. Il existe (cf., e.g., [3]) un chem
de classeC1, définissableγ : [R,+∞[ → ∆, vérifiant |γ (r)| = r et (f ◦ γ )(r) → 0 quandr → +∞. Posons
h = f ◦ γ . Si R est suffisamment grand, alorsh est un difféomorphisme de l’intervalle]R,+∞[ sur un intervalle
]−�,0[, où � = −h(R). Posonsψ(t) = h−1(t), pour t ∈ ]0, �[. Soit x ∈ f−1(h(r)) alors par définition deϕ on
obtient l’inégalité :

|x| · ∣∣∇gf (x)
∣
∣
g

� 1

2

∣
∣γ (r)

∣
∣ · ∣∣∇gf

(
γ (r)

)∣∣
g
.

Comme|h′(r)| � |∇gf (γ (r))|g · |γ ′(r)|g etψ ′(t) · h′(r) = 1 on obtient finalement :

|x| · ∣∣∇g(ψ ◦ f )(x)
∣
∣ � |ψ ′(t) · h′(r)| · |γ (r)|

2|γ ′(r)|g = |γ (r)|
2|γ ′(r)|g � R

2A
= C,

puisqu’il existeA> 1 tel que|γ ′(r)|g < A dès quer est suffisamment grand (cf. [3]).✷
Remarque 1.Si la structure o-minimaleA est polynomialement bornée l’inégalité de la Proposition 2.1 s’exp
plus simplement ; c’est-à-dire il existe un réelα > 0 tel que|x| · |∇gf (x)|g � C|f (x)|α.

3. Preuve du théorème de plongement

Remarquons que∇gf est de classeC1 et partout non nul sur le niveauf−1(c) (carc n’appartient pas àK0(f )

et f estC2). Ainsi, pour toutx ∈ f−1(c), il existe un voisinage ouvertU(x) ⊂ V de x sur lequel le gradien
est non nul. Fixonsxc ∈ f−1(c) et notonsγxc la courbe intégrale de∇gf passant parxc. Alors pour toutε > 0
suffisamment petit,γxc coupe le niveauf−1(c + ε) en un pointxc+ε. Notons encoreγxc la courbe intégrale aprè
reparamétrage par sa longueur d’arc (i.e.,|γ ′

xc
(s)|g = 1 pour touts � 0 etγxc(0) = xc). On obtient alors

Lemme 3.1. Pour toutε suffisament petit, il existeδ ∈ ]c, c+ ε[ tel que siξ = (f ◦ γxc)
−1(δ), alors la longueursε

de la courbeγxc entre les niveauxf−1(c) etf−1(c + ε) est bornée par

C · sε �
∣
∣ψ ′(δ)

∣
∣ · ∣∣γxc(ξ)

∣
∣ · ε.

Preuve du Lemme 3.1.La fonctionf ◦ γxc étant de classeC1, il existeξ ∈ ]0, sε[ tel que

ε = ∣
∣f (xc+ε)− f (xc)

∣
∣ = ∣

∣f ◦ γxc(sε)− f ◦ γxc(0)
∣
∣ = ∣

∣(f ◦ γx0)
′(ξ)

∣
∣ · sε. (1)

Avec le paramétrage choisi on a(f ◦γxc)′(ξ) = ∇gf (γxc(ξ)). L’Éq. (1) s’écrit :ε = |∇gf (γxc(ξ))| · sε. Choisissons
des réelsC,R,� > 0 et une fonctionψ qui vérifient l’inégalité de la Proposition 2.1 pour la fonctionc − f .
Soient 0< ε < � et |xc| > R. Si ε est suffisament petit alors la courbeγxc ∩ f−1([c, c + ε]) est contenue dan
l’ensemble{x ∈ V : |x|>R}. En posantδ = f ◦ γxc(ξ) on obtient la majoration cherchée, ce qui termine la pre
du Lemme 3.1. ✷

La fonction|ψ ′| étant strictement décroissante sur]c, c+�[, le Lemme 3.1 appliqué au pointγxc(sε) implique le

Lemme 3.2. La courbeγxc coupe toutes les hypersurfaces de niveauτ ∈ [c,�] et est de longueur finie entre le
niveauxf−1(c) etf−1(c + �).

Preuve du théorème de plongement.Soit φu le flot du champ∇gf . Pourxc ∈ f−1(c), notonsβ(xc) = sup{u |
f (φu(xc)) � t}. Les champs∇gf et∇gf /|∇gf |2g ayant le même portrait de phase, on en déduit queβ(xc) < +∞
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pour toutxc ∈ f−1(c). Ainsi, β est uniformément bornée sur toute section compacteΣ ⊂ f−1(c) de ∇gf et
l’applicationΦΣ = (φβ)|Σ est unC1-difféomorphisme surΦ(Σ). L’applicationΦ = (φβ)|f−1(c) satisfait donc la
conclusion du théorème de plongement et le flot du champ∇gf plonge chaque composante connexe du niv
f−1(c) dans une composante connexe du niveauf−1(t). ✷

4. Application à un polynôme complexe

Soit P :Cn → C une fonction polynomiale. On munitCn de la métrique hermitienne usuelle. Notons∇P

le champ
∑n

i=1
∂P
∂xi

∂
∂xi

. Comme précédemment,t ∈ C est appelée valeur critique asymptotique deP si la
condition de Malgrange « il existe un voisinageU(t) de t et une constanteC > 0 telle que|x| · |∇P | � C, pour
|x| � 1 et P(x) ∈ U(t)» est mise en défaut. On noteK∞(P ) l’ensemble des valeurs critiques asymptotiq
et K(P) = K0(P ) ∪ K∞(P ) l’ensemble des valeurs critiques généralisées ;K0(P ) étant l’ensemble des valeu
critiques. Kurdyka, Orro et Simon (cf. [7]) ont montré queK∞(P ) est fini. Une valeurt ∈ C est dite typique s
t /∈ K(P). On déduit du théorème de plongement le

Corollaire 4.1. SoitP :Cn → C une fonction polynomiale complexe. Supposons que0 ∈ K∞(P ) \K0(P ). Si t est
une valeur typique deP , alors il existe un plongementϕ0,t :P−1(0) → P−1(t).

Démonstration. En identifiantC àR
2, K(P ) devient un sous-ensemble fini du plan réel. SoitL ⊂ R

2 une courbe
algébrique réelle lisse joignant 0∈ K∞(P ) à t et ne rencontrant aucune autre valeur critique généralisée dP .
Puisque 0 est une valeur régulière,P|P−1(L) :P−1(L) → L est une submersion et dimR P−1(L) = 2n − 1. On
munitCn identifié àR2n de la structure euclidienne usuelle. SoitVL = P−1(L). C’est une hypersurface algébriq
réelle lisse. On munitVL de la structure riemannienne induite par la structure euclidienne deR2n. Soit fL la
restriction deP à VL. La fonctionfL :VL → L est semi-algébrique et n’a qu’un nombre fini de valeurs critiq
asymptotiques (voir [3]). C’est par définition une submersion. En particulier 0 n’est pas valeur critiquefL.
Observons queL est difféomorphe à un intervalle fermé. Si 0 est une valeur critique asymptotique defL, alors
d’après le théorème de plongement il existe un plongementΦ0,t :f−1

L (0) → f−1
L (t). Si 0 est une valeur typiqu

defL, alorsΦ0,t est un difféomorphisme. Ainsi il existe un plongementϕ0,t :P−1(0) → P−1(t).
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