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Résumé

Dans cette Note nous donnons la vitesse d’approche uniforme presque sûre des fonctions de Strassen par les incr
processus empirique, de quantile, de Poisson, de Wiener, de somme partielle. Des conditions minimales sur la locali
incréments sont introduites et les fonctions limites critiques les plus utiles sont traitées.Pour citer cet article : P. Berthet, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS pour l’Académie des sciences.

Abstract

Functional oscillation modulus of some real random processes. In this Note we give the almost sure rate of unifo
approach of Strassen functions by increments of empirical, quantile, Poisson, Wiener and Partial sums processes
conditions on the location of the increments are introduced and most useful critical limit functions are taken into accTo
cite this article: P. Berthet, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS pour l’Académie des sciences.

1. Introduction

Soit B l’espace de Banach des fonctions réelles bornées, définies sur[0,1] et nulles en 0, muni de la norm
‖f ‖ = sup[0,1] |f |. NotonsI ∈B l’identité etYn l’une des suites de processus suivantes.

1. La suite des processus empiriquesn−1/2∑
1�i�n(1{Ui�I } − I) avec{Ui : i � 1} des variables aléatoires i.i.

de loi uniforme sur[0,1].
2. La suite des processus de quantilen1/2(Un,[nI ] − I) avec 0= Un,0 � Un,1 � · · · � Un,n � 1 les statistiques

d’ordre deU1, . . . ,Un.
3. La suiten−1/2Π(nI) avecΠ un processus de Poisson d’intensité 1 surR+.
4. La suiten−1/2W(nI) avecW un mouvement Brownien standard surR+. Nos résultats restent valables po

l’indice continun= T → ∞.
5. Toute suiten−1/2(

∑
0�i�[nI ]Xi + (nI − [nI ])X[nI ]) avecX0 = 0 et{Xi : i � 1} des variables aléatoires i.i.

centrées, réduites, telles queE(etX1) existe au voisinage de 0.
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D’autres processusYn sont admissibles s’ils vérifient un principe d’invariance adéquat et des conditions
module de continuité ou l’indépendance asymptotique des accroissements.

Les incréments�Yn(a, t)= Yn(t + aI)−Yn(t) de ces processus ont en commun d’obéir à une loi fonction
de type Strassen [12]. Étant donné une suite réellean telle que

an ∈ ]0,1[, an ↓ 0, nan ↑ ∞,
log(1/an)

log logn
→ c ∈ [0,∞], nan

(logn)δ
→ ∞ (H1)

et Tn ⊂ [0,1− an] considérons la suite d’ensembles aléatoiresΘn = {b−1
n �Yn(an, t) : t ∈ Tn} où bn = (2anln)1/2

et ln = log(1/an) + log logn. Dans H1, δ = 1 pour les cas 1, 2, 3, 5 etδ = 0 pour le cas 4. SoitAC l’ensemble
des fonctions deB absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgueλ, de dérivéef ′. PosonsJ (f ) =∫
[0,1] f

′2 dλ et Sθ = {f ∈ AC: J (f ) � θ}. Dans [7,9,11] il est établi que siTn = [0,1− an] alorsΘn est presque
sûrement relativement compact dansB d’ensemble d’accumulationS1 et d’ensemble recouvertSc/(1+c).

Dans cette Note nous présentons les vitesses de convergence ponctuelles. Soit donc à carac
comportement limite du module d’oscillation fonctionnel deYn centré enf

ω
f
n = inf

t∈Tn

∥∥∥∥�Yn(an, t)

bn
− f

∥∥∥∥
et la condition minimale surTn assurant les meilleures vitesses. Sous H1 nous tirons de [7,9,11] que siT1 ⊂ T2 ⊂ · · ·
ouT1 ⊃ T2 ⊃ · · · sont des intervalles tels quel−1

n log(1/λ(Tn)) → 0 alors

inf
g∈S1

‖f − g‖ = lim inf
n→∞ ω

f
n � lim sup

n→∞
ω
f
n = inf

g∈Sc/(1+c)

‖f − g‖ p.s.

LorsqueJ (f ) < 1 etJ (f ) < c/(1+c) respectivement, ces limites sont nulles et les vitesses sont connues dep
et la première version de [4]. Mais les fonctions les plus utiles en vue des applications en statistique asym
sont telles queJ (f ) est maximum, d’où la version augmentée de [4]. Par exemple, dans le cas 1,ω

f
n mesure les

fluctuations d’échantillonnage et cesf critiques correspondent aux configurations locales possibles du proc
empirique engendrant la plus grande déviation de son espérance d’un estimateur basé surU1, . . . ,Un.

2. Vitesses et constantes

NotonsVB l’ensemble des fonctionsg à variation Var(g) < ∞. Pourθ = 1 ouθ = c/(1+ c) nous considéron
les ensemblesS∗

θ = S−
θ ∪ Svb

θ ∪ S lvi
θ ⊂ Sθ avec S−

θ = {f : J (f ) < θ}, Svb
θ = {f : J (f ) = θ, f ′ ∈ VB} et

S lvi
θ constitué des fonctionsf telles queJ (f ) = θ et f ′ est localement à variation infinie, au sens où

existe 0� x1 < · · · < xk � 1 vérifiant, quel que soitε > 0, Var(f ′1[0,1]\Aε) < Var(f ′1[0,1]∩Aε) = ∞, Aε =⋃
1�j�k[xj − ε, xj + ε]. Pourl → ∞ définissons nos vitesses et constantes, par ordre décroissant,

si f ∈ S−
θ , ∇f (l)= l et χf (θ)= π

4
√
θ − J (f )

,

si f ∈ S lvi
θ , ∇f (l) est solution deθ − inf‖g−f ‖�1/∇ J (g) = π2∇2

16l2
et χf (θ)= 1,

si f ∈ Svb
θ , ∇f (l)= l2/3 et χf (θ)= χ(f ) est solution de (3.1) dans [10].

En utilisant [1,6] pourS−
θ , [10] pourSvb

θ et [5,6] pourS lvi
θ nous obtenons le

Lemme 2.1. Soitθ > 0 etf ∈ S∗
θ . Pour toutδ > 0 assez petit il existeγ± = γ±(θ, f, δ) ∈ (0,∞) tel que pour tout

ξ assez grand,

P

(∥∥∥∥Wξ − f

∥∥∥∥ � (1+ δ)χf (θ)

∇ (ξ2/2)

)
� exp

(
−θξ2

2
+ γ+ ∇2

f (ξ
2/2)

ξ2

)
,

f
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P

(∥∥∥∥Wξ − f

∥∥∥∥ � (1− δ)χf (θ)

∇f (ξ2/2)

)
� exp

(
−θξ2

2
− γ− ∇2

f (ξ
2/2)

ξ2

)
.

Ces bornes sont fines car nécessairementlimδ→0γ
±(θ, f, δ)= 0.

3. Incréments moyens

Pour simplifier l’énoncé lorsquec = ∞ nous interdisons les incréments trop petits ou, pourSvb
θ ∪ S lvi

θ , trop
grands. Supposons que l’entropie métrique deTn relativement àan définie par

κn = min

{
k: ∃tj ∈ Tn, tj+1 � tj + an, Tn ⊂

⋃
1�j�k

[tj , tj + an)

}

vérifie

lim
n→∞

log(1/an)

∇f (log(1/an))

√
1− logκn

log(1/an)
= 0 (H2)

de sorte que[0,1− an] est toujours autorisé, ainsi que tout intervalle fixe. De même pour les cas de [7,9] sif ∈ S−
1

puisque H2 signifie alors logκn ∼ log(1/an). C’est pourquoi nous qualifions la loi fonctionnelle de type Ch
suivante deglobale, par contraste avec la loilocalede [8]. Posonsµ= 2 dans les cas 1, 3, 5 etµ = 4 dans le cas 2
Cette contrainte disparaît dans le cas 4.

Théorème 3.1. Sif ∈ S∗
1, an vérifieH1 avecc = ∞, Tn vérifieH2 et

lim
n→∞

nan/ logn

∇µ
f (log(1/an))

= ∞ et

{
lim inf
n→∞

log(nan)

log logn
> 3 ou lim sup

n→∞
log(nan)

log logn
<∞

}

tandis que, si de plusf ∈ Svb
1 ∪ S lvi

1 ,

lim
n→∞

∇2
f (log(1/an))

log(1/an) log logn
= ∞

alors nous avons

lim
n→∞∇f

(
log

(
1

an

))
ω
f
n = χf (1) p.s.

Les vitesses lentes O(log2/3(1/an)) obtenues à la frontière deS1 sont en rapport avec les vitesses
concentration déterminées dans [3]. La preuve du Théorème 3.1 repose sur des techniques fines de bloc
à contrôler les oscillations deYn durant de longues périodes. Elle utilise la construction hongroise, les born
déviation des modules de continuité, la proximité structurelle des cas 1, 2, 3 et finalement, le Lemme 2.1 (v
Enf = 0 nous apprenons que

sup
t∈Tn

∥∥�Yn(an, t)
∥∥ ∼ 4

π
log

(
1

an

)
inf
t∈Tn

∥∥�Yn(an, t)
∥∥ p.s.

4. Grands incréments

Lorsquec <∞, approcher une fonction adhérente requiert la condition

lim
n→∞

√
ln log(1/an)

∇f (ln)

√
1− logκn

log(1/an)
= 0 (Hc

2)
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qui est plus faible que H2 = H∞
2 et satisfaite dès lors que log(1/an) est assez petit. En particulier, sif ∈ S−

1 alors
H0

2 est toujours vraie et Hc2 pourc ∈ (0,∞) équivaut à logκn ∼ c log logn.

Théorème 4.1. Sif ∈ S∗
1, an vérifieH1 avecc <∞ etTn vérifieHc

2 alors lim infn→∞ ∇f (ln)ω
f
n = χf (1) p.s..

Pour les fonctions limites, la condition surTn devient sensible au second ordrean(logn)c et, dans le
Théorème 4.2,[0,1 − an] n’est plus systématiquement autorisé sif ∈ Svb

c/(1+c) ∪ S lvi
c/(1+c). En outreTn doit

être stable dans le temps. Soitγ ∈ (0,1/2), nk = �exp(kγ )� et τk l’entropie métrique deRk = ⋂
nk<n�nk+1

Tn

relativement àank . Notons(x)+ = max(0, x) et cn = (log logn)−1 log(1/an).

Théorème 4.2. Sif ∈ S∗
c/(1+c), an vérifieH1 avecc ∈ (0,∞) etTn est tel que

lim
n→∞

ln

∇f (ln)

√(
logκn

log(1/an)
− 1+ 1/cn

1+ 1/c

)+
= lim

k→∞
lnk

∇f (lnk )

√(
1+ 1/cnk
1+ 1/c

− logτk
log(1/ank )

)+
= 0

alors lim supn→∞ ∇f (ln)ω
f
n = χf (c/(1+ c)) p.s.

Lorsquef ∈ S−
c/(1+c) il suffit que logκn ∼ c log logn et logτk ∼ cγ logk. D’après les Théorèmes 4.1 et 4

ω
f
n est donc de l’ordre de(log logn)−1 alors que sif ∈ Svb

c/(1+c) ∪ S lvi
c/(1+c), ω

f
n oscille entre(log logn)−1 et

∇−1
f (log logn). Enf = 0 nous obtenons que pour toutε > 0,

P

(⋃
m

⋂
n�m

{
inf
t∈Tn

∥∥�Yn(an, t)
∥∥ ∈

[
(π − ε)

√
an√

8(1+ c) log logn
,
(π + ε)

√
an√

8c log logn

]})
= 1.

Se référer à [4] pour des résultats plus complets, démontrés, commentés et mis en relation.
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