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Résumé

La dépendance du bruit d’un algorithme stochastique est modélisée de différentes manières, de sorte que la m
l’équation différentielle ordinaire reste applicable. Ces techniques de dépendance faible sont illustrées ici par des ap
à un algorithme de régression linéaire et à l’étude de tableaux triangulaires de variables aléatoires pondérées dé
L’objectif est ici d’obtenir des conditions aisément vérifiables en pratique.Pour citer cet article : P. Doukhan, O. Brandière,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Dependent noise for stochastic algorithms. We introduce different ways of modeling the dependency of the input noi
stochastic algorithms. We are aimed to prove that such innovations allow us to use the ODE (ordinary differential e
method. Illustrations in the linear regression framework and in the law of the large number for triangular arrays of w
dependent random variables are also given. We have aimed to provide results easy to check in practice.To cite this article:
P. Doukhan, O. Brandière, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Nous considérons les algorithmes stochastiques à valeurs dansR
d , définis sur un espace de probabilité(Ω,A,P)

par l’équation de récurrence (n� 0) :

Zn+1 =Zn + cnh(Zn)+ cn(εn+1 + rn+1), (1)

où la fonctionh est continue d’un ouvertG⊆ R
d dansRd , et(cn) est une suite déterministe réelle décroissant

zéro et telle que
∑
n cn = ∞ et

∑
n c

2
n <∞ ; (εn) et (rn) sont des vecteurs aléatoires de dimensiond . La méthode

de l’équation différentielle ordinaire (EDO), décrite par [9] et [8], permet d’étudier la convergence ou les v
d’adhérence [1] de(Zn) si, p.s.(presque sûrement), les trois conditions suivantes sont réalisées : la suite(rn) tend
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dans [7].
vers 0, la série
∑
n cnεn+1 converge. La théorie classique des algorithmes porte sur un bruit(εn) dont les termes

sont des accroissements de martingale. Nous remplaçons ici cette condition relative au bruit par une con
dépendance faible.

La Section 2 donne plusieurs majorations relatives à des sommes pondérées de variables faiblement dé
qui conduisent notamment à la convergencep.s.de

∑
n cnεn+1, utile dans l’étude des algorithmes.

La Section 3 montre sur un exemple comment appliquer la méthode de l’EDO avec un bruit faib
dépendant.

2. Les résultats

Posons d’abord, comme Doukhan et Louhichi, [7],

Lip(h)= sup
(x1,...,xu) �=(y1,...,yu)

|h(x1, . . . , xu)− h(y1, . . . , yu)|
|x1 − y1| + · · · + |xu− yu| , avech :Ru → R, et

L= {
h, telle que pouru� 0, h :Ru → R, et Lip(h)+ ‖h‖∞ <∞}

.

Considérons une fonctionC :N�2 → R
+ : la suite(εn) est(θ,L,C)-faiblement dépendante si la suiteθ = (θr )r�0

décroît vers 0 à l’infini et vérifie∣∣Cov
(
h(εt1, . . . , εtu), k(εtu+1, . . . , εtu+v )

)∣∣� C(u, v)(Lip(h)+ Lip(k)
)
θr , (2)

pour tous(u+ v)-uplets,(t1, . . . , tu+v) avect1 � · · · � tu < tu + r � tu+1 � · · · � tu+v , Doukhan, [6], donne de
exemples variés de telles situations.

La γ -faible dépendance définie par Dedecker et Doukhan dans [4] est aussi considérée, soit

γr = sup
k�0

∥∥E(εk+r |σ(εi, i � k))− E(εk+r )
∥∥

1,

alors, la suite(εn) estγ -faiblement dépendante siγr → 0 à l’infini. Dans [6] on montre que la version caus
de (θ,L,C)-faible dépendance implique laγ -faible dépendance quand le membre de gauche de l’Éq. (2
� C(v)Lip(k)θr . Toutefois [4] exhibe un exemple de suiteγ -faiblement dépendante et non(θ,L,C)-faiblement
dépendantes. Soit(εn) une suite centrée(θ,L,C)-faiblement dépendante. PosantCq = maxu+v�q C(u, v), nous
supposons :

sup
∣∣Cov(εt1 · · ·εtm, εtm+1 · · ·εtq )

∣∣� CqqγMq−2θr, (3)

où le sup est pris sur tous lestq � · · · � t1 � 1 tels quetm+1− tm = r pour un 1�m< q . DésignonsQX la fonction
quantile de|X| (inverse généralisée de la fonctiont �→ P(|X|> t)) etMq = max(Cq,2), une autre condition s’écr

∣∣Cov(εt1 · · ·εtm, εtm+1 · · ·εtq )
∣∣�Mq

min(θr ,1)∫
0

Qεt1
(x) · · ·Qεtq (x)dx. (4)

La borne (3) s’applique plutôt aux fonctions bornées parM alors que (4) est réalisée pour des v.a.r. p
générales mais vérifiant des conditions de moments ou de queue. On trouvera beaucoup d’exemples
NotonsΣn =∑n

i=1 ci−1εi , de manière analogue à Doukhan et Louhichi, [7], nous obtenons

Proposition 2.1. Soient un entierp � 2 fixé et(εn) une suite de variables aléatoires réelles, centrées,(θ,L,C)-
faiblement dépendantes et vérifiant(3). Alors pour toutn� 2 on a,

∣∣EΣpn ∣∣� (2p− 2)!
(p− 1)!

{(
Cpp

γMp−2
n∑
c
p

i−1

n−1∑
(r + 1)p−2θr

)
∨
(
C22γ

n∑
c2
i−1

n−1∑
θr

)p/2}
. (5)
i=1 r=0 i=1 r=0
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Proposition 2.2. Soientp � 2, un entier fixé, et(εn), une suite de variables aléatoires réelles, centrées(θ,L,C)-
faiblement dépendante. Supposons que pour tout2< q � p, (εn) vérifie(4),

Mq �M(q−2)/(p−2)
p M

(p−q)/(p−2)
2 , et, (6)

il existe une constantec > 0 et k > p tels que∀i � 0 : P
(|εi |> t)� c

tk
. (7)

Alors pour toutn� 2,

∣∣EΣpn ∣∣� (2p− 2)!
(p− 1)! · c1/k

{(
Mp

n∑
i=1

c
p

i−1

n−1∑
r=0

(r + 1)p−2θ
(k−p)/k
r

)
∨
(
M2

n∑
i=1

c2
i−1

n−1∑
r=0

θ
(k−2)/k
r

)p/2}
. (8)

Le résultat (5) ou (8) conduit à la convergencep.s. de (Σn). Adaptant les démonstrations de Dedecke
Doukhan dans [4], on obtient

Proposition 2.3. Soitp > 2 et (εn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles intégrables de coefficien
γ -dépendance(γr)r�0 et vérifiant(7). Alors pour toutn� 2,

∣∣EΣpn ∣∣�
(

2pK1

n∑
i=1

c
2−2(k−p)/(p(k−1))
i

n−1∑
j=0

γ
2(k−p)/(p(k−1))
j

)p/2
, (9)

oùK1 dépend der, p et c.

Remarquons qu’icip ∈ R n’est pas nécessairement entier. D’autre part, s’il existep tel que (9) soit satisfaite e
que

∑∞
i=1 c

2−m
i

∑∞
j=0 γ

m
j <∞ avecm= 2(k−p)

p(k−1) < 1, alors(Σn) convergep.s.Ces résultats s’étendent dansR
d .

3. Applications

Les résultats précédents s’appliquent directement aux algorithmes de Robbins–Monro et de Kiefer–Wo
Nous étendons les résultats de convergence complète que Chow, [3], prouve pour des variables indép

à des tableaux triangulaires de variables pondérées et faiblement dépendantes,(
∑n
i=1 cn,iεi)n�0. Dans le cadre de

la régression linéaire, observant une suite stationnaire bornée(yn, xn) ∈ R × R
d , nous cherchons un vecteurZ∗ tel

queZ∗ = argminZ∈Rd E[(yn − xT
nZ)

2]. NotonsU = E(yn+1xn+1) etC = E(xn+1x
T
n+1). Le problème précéden

nous conduit à étudier l’algorithme du gradient

Zn+1 =Zn + cn
(
yn+1 − xT

n+1Zn
)
xn+1 =Zn + cnh(Zn)+ cnηn+1, (10)

oùcn = g/n, h(Z)=U −CZ etηn+1 = (yn+1xn+1 −U)+ (C− xn+1x
T
n+1)Zn. Remarquons que l’EDO associ

à (10) admet des trajectoires solutions qui convergent toutes vers l’unique zéro attractif deh, C−1U . Introduisons
les hypothèses H-lr :
C est inversible et pour tousi, j ∈ {1, . . . , d}, (xinxjn) et (ynxn) sont γ -faiblement dépendantes, avec

coefficient de dépendance vérifiantγr =O(ar ) aveca < 1.
En posantM = supn ‖xn‖2, nous obtenons

Proposition 3.1. SousH-lr :
(Zn) estp.s.borné, la perturbation(ηn) se décompose en trois termes dont l’un est un reste qui tend ve0 à

l’infini et les deux autres sontγ -faiblement dépendants.
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Ainsi la méthode de l’EDO assure la convergence p.s. deZn versC−1U . De plus, sig < 1
2M , p.s.

√
n′(Zn −

C−1U)=O(1).

Schéma de démonstration. On utilise la décomposition

ηn+1 = (yn+1xn+1 −U)+ [(
C − xn+1x

T
n+1

)
Zn − E

(
C − xn+1x

T
n+1

)
Zn
]+ E

(
C − xn+1x

T
n+1

)
Zn.

Le premier terme estγ -faiblement dépendant étant donnée H-lr. On montre que si(Zn) est bornée, le dernier term
est un reste qui tend vers 0 et le deuxièmeγ -faiblement dépendant. Pour montrer queZn est bornée, on utilise l
fonction de LyapounovV (Z)= ZTCZ et on prouve que soit le théorème de Robbins–Sigmund, soit le théo
de Delyon, [5], s’applique.

Remarque. Signalons pour finir, que Chen [2] obtient un énoncé analogue en omettant l’utilisation de l’hyp
(ii) grâce à l’utilisation d’une autre fonction de Lyapounov.
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