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Résumé

Nous étudions l’homogénéisation de problèmes élastiques du type :

−div(σε(uε))= f dansΩ + conditions limites,

σε(uε)= λε tr(e(uε))I + 2µεe(uε), e(uε)= 1

2
(∇uε +t ∇uε),

lorsque les coefficients d’élasticitéλε , µε , périodiques de périodeε, prennent des valeurs d’ordres de grandeur très élevé
un sous-ensembleTε deΩ (structure composée de fibres) dont la mesure tend simultanément vers 0. Nous obtenons
effectives non locales déduites d’un système couplé d’équations aux dérivées partielles.Pour citer cet article : M. Bellieud,
I. Gruais, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Homogenization of an elastic material reinforced by very stiff fibers: nonlocal effects.We study the homogenization o
elasticity problems like

−div(σε(uε))= f in Ω + boundary conditions,

σε(uε)= λε tr(e(uε))I + 2µεe(uε), e(uε)= 1

2
(∇uε +t ∇uε), (1)

when the Lamé coefficientsλε, µε areε-periodic and take very high values on a subsetTε ⊂Ω (fibered structure) the measu
of which tends to 0. We find a nonlocal effective equation deduced from an homogenized system of several equationTo cite
this article: M. Bellieud, I. Gruais, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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We are concerned with the homogenization of elasticity problems like{
−div

(
σε(uε)

)= f in Ω, uε ∈H 1
0

(
Ω,R3

) (
f ∈L2

(
Ω,R3

))
,

σε(uε)= λε tr
(
e(uε)

)
I + 2µεe(uε), e(uε)= 1

2(∇uε +t ∇uε),
(2)

when the elastic coefficientsλε , µε do not satisfy assumptions of uniform ellipticity and boundedness
0< α < λε(x), µε(x) < β <+∞ which guarantee a classical asymptotic behaviour. In the case of scalar e
equations, it is well known that homogenization may then lead to unusual models such as non-local o
which can be interpreted in the general context of Dirichlet forms [7]. Explicit computations have actuall
performed in the case of a fiber reinforced structure [1]. In this Note, we present the extension of these r
the framework of elasticity, where the theory of Dirichlet forms breaks down [5].

We consider a fibered structure inR
3 :Ω := ω×]0,L[ is a cylindrical domain,ω being a bounded open doma

of R
2 with smooth boundary. Given a sequence of positive reals(rε), the geometry of the setTε (the “fibers”) is

described in terms of the open diskDε := {(x1, x2) ∈ R
2,

√
x2

1 + x2
2 < rε/ε}, by considering first its periodizatio

on all R
2 given byDε

� := ⋃
i∈Z2{i} + Dε, then by settingTε := (ω ∩ εDε

� ) × (0,L) (see Fig. 1). The elasti
coefficientsλε , µε defined by (4), take the constant valuesλ0, µ0 in the matrixΩ \ Tε and very high values o
the fibers, while at the same time their Lebesgue measure|Tε| tends to 0. More precisely, we assume (5). T
limit problem we derive in Theorem 0.1 depends onk, κ and on the capacitary parameterγ defined by (6). When
0< k,γ <+∞ or 0< κ,γ <+∞, it consists of the coupled system of equations depending on the limitu of the
sequence(uε) of the solutions of (2) and the weak limitsvp of some componentsvεp of the sequencevε defined
by (7), which describes the average behaviour of the restriction ofuε to the fibers. If 0< κ,γ <+∞, it involves
the fourth order derivatives ofv. In the following theorem, the elementary casek = 0 is added for the sake o
completeness.

Theorem 0.1.Assume(4), (5), and let(uε) be the sequence of the solutions of(2). Then

(1) if k = 0 the sequence(uε) converges weakly inH 1
0 (Ω,R

3) to the unique solution of(9).
(2) If κ = 0 andk > 0, (uε) converges weakly inH 1

0 (Ω,R
3) to u and (vε3) defined by(7) converges weakl

star inL1(Ω) to v3, where(u, v3) is the unique solution of(8) and(10).
(3) If κ > 0 the sequence(uε) converges weakly inH 1

0 (Ω,R
3) to u and(vε) defined by(7) converges weakl

star inL1(Ω,R3) to v, where(u, v) is the unique solution of(8) and(11).

The homogenized problem is synthetized in (12). The proof of Theorem 0.1 is based on the use of app
test functions associated to the techniques developped in the study of the scalar case [1,3]. All details can
in a complete version of this paper [4].

1. Introduction et résultat

Nous nous intéressons à l’homogénéisation de problèmes d’élasticité (2) lorsque les coefficientsλε , µε,
périodiques de périodeε, ne satisfont pas les estimations uniformes usuelles du type 0< α < λε(x), µε(x) <
β < +∞ qui garantissent un comportement effectif classique. Dans le cas scalaire on sait que le pr
d’homogénéisation peut alors produire des modèles effectifs inhabituels, par exemple non locaux
s’interprètent dans le cadre général de la théorie des formes de Dirichlet [7]. De fait, les calculs explic
équations limites ont été effectués pour des structures renforcées de fibres [1]. Nous présentons l’extens
résultats à l’élasticité linéaire, où la théorie des formes de Dirichlet ne s’applique pas [5].
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Fig. 1. La structure fibrée.

Fig. 1. The fiber structure.

Dans cette Note, on considère une structure fibrée dansR
3 : Ω := ω×]0,L[ est un domaine cylindrique,ω étant

un ouvert borné connexe deR2 de frontière régulière. Etant donnée une suite de réels positifs(rε), l’ensemble des

« fibres »Tε est construit à partir du disque ouvertDε := {(x1, x2) ∈ R
2,

√
x2

1 + x2
2 < rε/ε}, en considérant d’abor

l’ensemble périodiqueDε
� :=⋃

i∈Z2{i} +Dε, puis en posantTε := (ω ∩ εDε
� )× (0,L) (voir Fig. 1).

Les coefficientsλε(x) etµε(x) sont définis par{
µε(x)= µ1ε, λε(x)= λ1ε, si x ∈ Tε,
µε(x)= µ0 > 0, λε(x)= λ0, si x ∈Ω \ Tε, (4)

et prennent de très grandes valeurs sur les fibres tandis que la mesure de Lebesgue|Tε| de celles-ci tend
simultanément vers 0. Plus précisément on suppose

µ1ε = |Ω |
|Tε|kε, λ1ε = lεµ1ε, 0< rε � ε, µε(x) > c > 0 dansΩ,

lε → l ∈ [0,+∞[, kε → k ∈ [0,+∞], r2
ε kε → κ ∈ [0,+∞].

(5)

Le problème limite est fonction dek, κ et du paramètre capacitaire

γ := lim
ε→0

1

ε2|ln rε| . (6)

Lorsqueγ et k (ou κ) sont des réels positifs, il s’exprime sous forme d’un système couplé d’équations ellip
dépendant de la limiteu de la suite(uε) des solutions de (2) et d’une ou plusieurs variables auxiliairesvp , limites
faibles des composantesvεp de la suite

vε(x) := |Ω |
|Tε|uε(x) si x ∈ Tε; vε(x) := 0 sinon. (7)

Celle-ci décrit le déplacement limite moyen des fibres. Les conditions aux limites effectives sont caractéris
u ∈H 1

0 (Ω,R
3) et


v3 ∈ L2

(
ω,H 1

0 (0,L)
)

si 0< k � +∞ etκ = 0,

v3 = 0, v1, v2 ∈L2

(
ω,H 2

0 (0,L)
)
,

∂v1

∂x3
= ∂v2

∂x3
= 0 surω× {0,L} si 0< κ � +∞.

(8)



496 M. Bellieud, I. Gruais / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003) 493–498
Dans le théorème qui suit, le cask = 0, élémentaire, est donné pour complèter l’énoncé. On poseχ := λ0+3µ0
λ0+µ0

.

Théorème 1.1.Supposons(4), (5), et soit(uε) la suite des solutions de(2). Alors

(1) si k = 0, la suite(uε) converge faiblement dansH 1
0 (Ω,R

3) vers la solutionu de

−div
(
e(u)

)= f dansΩ, u ∈H 1
0

(
Ω,R3) ; (9)

(2) si κ = 0 et k > 0, la suite(uε) converge faiblement dansH 1
0 (Ω,R

3) vers un champu et la suite(vε3)
définie par(7) converge étoile-faiblement dansL1(Ω) vers une fonctionv3, où(u, v3) est l’unique solution
de(8) et
(i) si 0< k <+∞,






−div
(
σ0(u)

)+ 2µ0πγ

( 0
0

u3 − v3

)
= f dansΩ,

−2µ0πγ

( 0
0

u3 − v3

)
− 3l + 2

2(l + 1)
k

( 0
0

∂2v3/∂x
2
3

)
= 0 dansΩ,

si 0 � γ <+∞,

v3 = u3 ; −div(σ0(u))− 3l + 2

2(l + 1)
k

( 0
0

∂2u3/∂x
2
3

)
= f dansΩ, si γ = +∞ ;

(10)

(ii) si k = +∞, v3 = 0 et


−div
(
σ0(u)

)+ 2µ0πγ

( 0
0
u3

)
= f dansΩ, si 0 � γ <+∞,

u3 = 0 ;

−(div(σ0(u)))1

−(div(σ0(u)))2

0


=


f1

f2

0


 dansΩ, si γ = +∞ ;

(3) si κ > 0 la suite(uε) converge faiblement dansH 1
0 (Ω,R

3) versu et (vε) définie par(7) converge étoile-
faiblement dansL1(Ω,R3) versv, où (u, v) est l’unique solution de(8) et
(i) si 0< κ <+∞, v3 = 0 et






−div
(
σ0(u)

)+ 2πµ0γ




χ+1
χ
(u1 − v1)

χ+1
χ
(u2 − v2)

u3


= f dansΩ,

−2πµ0γ
χ + 1

χ


u1 − v1

u2 − v2

0


+ κ

4

3l + 2

2(l + 1)




∂4v1
∂x4

3

∂4v2
∂x4

3

0


= 0 dansΩ,

si 0� γ <+∞,

v = u ; −div
(
σ0(u)

)+ κ

4

3l + 2

2(l + 1)




∂4u1
∂x4

3

∂4u2
∂x4

3

0


= f dansΩ, si γ = +∞ ;

(11)
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(ii) si κ = +∞, v = 0 et


−div
(
σ0(u)

)+ 2πµ0γ




χ+1
χ
u1

χ+1
χ
u2

u3


= f dansΩ, si 0� γ <+∞,

v = u= 0, si γ = +∞.

Commentaires.(1) Le problème limite est le système d’Euler–Lagrange associé (en convenant 0· ∞ = 0) à :

inf
(u,v)∈D

Φ(u,v)−
∫
Ω

f · v dx,

D :=H 1
0

(
Ω,R3)×

{
v ∈L2(ω,H 2

0

(
0,L;R

3)), ∂v1

∂x3
= ∂v2

∂x3
= 0 surω× {0,L}

}
,

Φ(u, v)= 1

2

∫
Ω

σ0(u) : e(u)dx + 1

2

∫
Ω

2µ0πγ diag

(
χ + 1

χ
,
χ + 1

χ
,1

)
(v − u) · (v − u)dx

+ 1

2

3l + 2

2(l + 1)
k

∫
Ω

∣∣∣∣∂v3

∂x3

∣∣∣∣
2

dx + 1

2

3l + 2

2(l + 1)
κ

∫
Ω

(∣∣∣∣∂2v1

∂x2
3

∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣∂2v2

∂x2
3

∣∣∣∣
2)

dx.

(12)

(2) Dans le casγ = +∞, 0< κ <+∞, on retrouve les résultats obtenus dans [8].

2. Preuve du Théorème 1.1 (cas0< κ, γ <+∞)

En multipliant l’Éq. (1) paruε et en intégrant par parties surΩ , on obtient∫
Ω

λε
∣∣tr(e(uε))∣∣2 + 2µε

∣∣e(uε)∣∣2 dx =
∫
Ω

f · uε dx � ‖f ‖L2(Ω,R3)‖uε‖L2(Ω,R3),

dont on déduit les estimations suivantes (où l’on introduit la mesuremε := |Ω|
|Tε |1Tε dx)

‖uε‖H1
0 (Ω)

� C,

∫
|uε|2 dmε �C,

∫ ∣∣∣∣uε3rε
∣∣∣∣
2

dmε � C,

∫ ∣∣∣∣ 1

rε
e(uε)

∣∣∣∣
2

dmε � C,

puis, en raisonnant comme dans [1,2], l’existence de deux fonctionsu et v vérifiant à des suites extraites près :

uε ⇀ u, faiblement dansH 1
0

(
Ω,R3), uεµε

,
⇀ v dx, au sens des mesures,

v ∈L2(ω,H 2
0 (0,L)

)
, v3 = 0,

∂v1

∂x3
= ∂v2

∂x3
= 0 surω× {0,L}. (13)

Fixant deux champs arbitrairesϕ,ψ ∈ D(Ω;R
3) tels queψ3 = 0, on pose

Φε = ϕ1
(�e1 − θ(1)ε

)+ ψ̄ε1θ
(1)
ε + ϕ2

(�e2 − θ(2)ε

)+ ψ̄ε2θ
(2)
ε + ϕ3

(�e3 − θ(3)ε

)
. (14)

NotantDi
ε := ε(i +Dε) etBε := {x ∈Ω, rε < dist(x, Tε) < Rε}, où (Rε) est choisie telle querε � Rε � ε, les

champsψε et ψ̄ε sont donnés, pour(x1, x2) ∈ ε((i1, i2)+ (−1
2,

1
2)

2), par

ψε(x, t) :=
∑
i

( ∫
−
Di

ψ(· , · , x3, t)

)
, ψ̄ε(x)=


 ψε1(x)

ψε2(x)

rε
(− ∂ψε1

∂x
(x1−i1)
r

− ∂ψε2
∂x

(x2−i2)
r

)

 ,
ε 3 ε 3 ε
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res cas (et

. Sup.

.
843–848.
ratoire

Toulon,

m, Contin.
et les champsθ(p)ε (p ∈ {1,2,3}) sont les solutions de inf{∫
Bε

1
2λ0| tr(e(θ))|2 + µ0|e(θ)|2 dx | θ(x) = �ep surTε;

θ(x)= �0 surΩ \Bε}. Multiplions (1) par la fonction testΦε et intégrons par parties :∫
Ω

σε(uε) : e(Φε)dx =
∫
Ω

f ·Φε dx. (15)

On déduit de (13) et (14) que

lim
ε→0

∫
Ω

fΦε dx =
∫
Ω

fϕ dx. (16)

Pour calculer la limite du terme du membre de gauche de (15), on écrit∫
Ω

σε(uε) : e(Φε)dx =
∫
Ω

f ·Φε dx = I1ε + I2ε + I3ε,

I1ε :=
∫

Ω\(Bε∪Tε)
σε(uε) : e(Φε)dx, I2ε :=

∫
Bε

σε(uε) : e(Φε)dx, I3ε :=
∫
Tε

σε(uε) : e(Φε)dx.

On obtient

lim
ε→0

I1ε =
∫
Ω

σ0(u)e(ϕ)dx, lim
ε→0

I3ε = κ

4

3l + 2

l + 1

∫
Ω

(
∂2v1

∂x2
3

∂2ψ1

∂x2
3

+ ∂2v2

∂x2
3

∂2ψ2

∂x2
3

)
dx. (17)

L’évaluation de la limite deI2ε nécessite le calcul explicite des champsθ
(p)
ε . On trouve

lim
ε→0

I2ε =
2∑

α=1

2µ0
χ + 1

χ
πγ

∫
Ω

(ψα − ϕα)(vα − uα)dx + 2µ0πγ

∫
Ω

(−ϕ3)(−u3)dx. (18)

En passant à la limite dans (15), compte tenu de (16)–(18) et (19), on obtient la formulation variationnelle∫
Ω

σ0(u) : e(ϕ)dx + 2µ0
χ + 1

χ
πγ

∫
Ω

(
(ψ1 − ϕ1)(v1 − u1)+ (ψ2 − ϕ2)(v2 − u2)

)
dx

+ 2µ0πγ

∫
Ω

(−ϕ3)(−u3)dx + κ

4

3l + 2

l + 1

∫
Ω

(
∂2v1

∂x2
3

∂2ψ1

∂x2
3

+ ∂2v2

∂x2
3

∂2ψ2

∂x2
3

)
dx =

∫
Ω

f · ϕ dx,

conduisant au problème limite annoncé dans le cas correspondant du théorème. Pour la preuve des aut
pour plus de détails) on se réfèrera à [4].
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