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Résumé

Soit (Zn) un processus de branchement critique dans un environnement aléatoire indépendant et identiquemen
(i.i.d.). SoitCn = Eω[Zn | Zn > 0] l’espérance conditionnelle deZn sachantZn > 0, pour un environnementω fixé. Nous
montrons l’analogue de la loi de Yaglom : lorsquen → ∞, la loi conditionnelle deZn/Cn, sachantZn > 0, converge vers
une loi non-dégénérée sur[0,∞[. Nous établissons aussi l’analogue de la loi de Kolmogorov, ainsi qu’un théorème de
locale pour le semi-groupe des fonctions génératrices de probabilités.Pour citer cet article : Y. Guivarc’h et al., C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Normalization of a critical branching process in a random environment.Let (Zn) be a critical branching process in a
independent and identically distributed (i.i.d.) random environment. For each fixed environmentω, letCn = Eω[Zn | Zn > 0]
be the conditional expectation ofZn givenZn > 0. We prove an analogue of Yaglom’s law: asn → ∞, the conditional law of
Zn/Cn, conditional onZn > 0, converges to a non-degenerate law on[0,∞). We give also an analogue of Kolmogorov’s la
as well as a local limit theorem for the semi-group of probability generating functions.To cite this article: Y. Guivarc’h et al.,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

A branching process(Zn) in a random environment can be described as follows [2,11]. Let(Θ,p) be a
probability space, and(ΘN

∗
,pN

∗
) = (Ω,π) the corresponding product space. For a sequenceω ∈ Ω , we denote

ω = (ω1,ω2, . . .), whereωk are thekth coordinate functions onΩ . Associated with eachθ ∈ Θ, there is a
probability generating function:
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f (θ, s)=
∞∑
i=0

pi(θ)s
i (0� s � 1),

wherepi(θ) are measurable functions satisfyingpi(θ)� 0 and
∑∞

i=0pi(θ)= 1. Given the environment sequen
ω, the process(Zn) is an inhomogeneous Galton–Watson process, whose offspring distributions in(n − 1)th
generation have probability generating functionsfn(s) := f (ωn, s) (n � 1). (Therefore(fn) is a sequence o
i.i.d. random variables with values in the semi-groupG of probability generating functions.) Givenω ∈ Ω , we
denote(Λ,Pω) the probability space of the corresponding inhomogeneous branching process, and byEω the
corresponding expectation symbol. Then, we can form the total probability space(Ω × Λ,P) of the process
whereP = ∫

δω ×Pω dπ(ω). The expectation with respect toP orπ will be denoted by the same symbolE; there
will be no confusion according to context. By definition, for givenω, the process can be expressed as follows:

Z0 = 1 and Zn =
Zn−1∑
i=1

Xn,i for n� 1, (1)

where (underPω) {Xn,i : i � 1} are integer-valued random variables independent of each other and indepen
Zn, and have the same probability generating functionfn; consequently,

Eω
[
sZn

] = f1 ◦ · · · ◦ fn(s), s ∈ [0,1]. (2)

We consider the critical case whereE logf ′
1(1) = 0. In the constant environment case (i.e.ω1 = ω2 = · · · =

const.) with f ′′
1 (1) < ∞, Kolmogorov’s law [3] says that limn nP (Zn > 0) = 2f ′′

1 (1), while Yaglom’s law says
that the conditional law of 2Zn/(nf

′′
1 (1)), givenZn > 0, converges to the exponential law with parameter 1: fo

z > 0, limn P (
2Zn
nσ2 > z |Zn > 0)= exp(−z). The following is the corresponding result in the random environm

case. Notice that in the following theorem the constant environment case is excluded because of the
conditions onf ′

1(1).

Theorem 0.1 (Kolmogorov’s law and Yaglom’s law).Let (Zn) be a branching process in an i.i.d. rando
environment withE logf ′

1(1) = 0, π(f ′
1(1) = 1) < 1, E[logf ′

1(1)]2 < ∞ andE(f ′′
1 (1)/f

′
1(1)

2
)ε < ∞ for some

ε > 0. Then for some constant0< c <∞,

lim
n→∞n1/2P(Zn > 0)= c. (3)

SettingCn =Eω(Zn |Zn > 0), the conditional law ofZn/Cn, givenZn > 0, converges to a probability lawν �= δ0
on [0,∞)with mean1 and finite variance. Moreover, the limit law is the exponential law iffn are linear- fractional
generating functions of the form:

fn(s)= 1− αn

1− βn
+ αns

1− βns
, 0 � αn, 0 � βn < 1, αn + βn � 1, n� 0. (4)

Remark 1. If Cn = PnBn(1), whereP0 = 1 and, forn� 1, Pn = f ′
1(1) . . .f

′
n(1), Bn(1)= ∑n

k=1P
−1
k−1bk(1) with

bk(1) = f ′′
k (1)/2f

′
k(1)

2, then the conditional law ofZn/Cn, givenZn > 0, still converges to a non-degenera
probability law on[0,∞) with finite mean and finite variance, but the mean is not necessarily 1.

We observe that the survival probabilityP(Zn > 0) behaves liken−1 in the constant environment case, b
like n−1/2 in the random one. Yaglom’s law was also considered in [2] (pp. 1855–1858), but was not mad
Notice that in the constant environment case, the expression ofCn in the above remark is still valid: it then reduc
to the classical norming of Yaglom:Cn = nf ′′

1 (1)/2. The result (3) was proved by Geiger and Kersting [5] un

the stronger moment conditions thatE[logf ′
1(1)]2 < ∞ andE[ f ′′

1 (1)
f ′

1(1)
2 (1 + log+ f ′

1(1))] < ∞. It was first proved

by Kozlov [9] in the case wherefn are of the form (4), under almost the same conditions as in the abov
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with log+ f ′
1(1) replaced by|logf ′

1(1)|. We deduce our result from a local limit theorem on the semi-grou
probability generating functions.

We mention that more general processes and other kind of Yaglom’s laws are also considered in [8].
critical branching processes, we refer to [6,8]. For super-critical branching processes, see [7,8].

1. Introduction et résultats

Un processus de branchement dans un environnement aléatoire, noté(Zn), peut être décrit de la maniè
suivante [2,11] : Soient(Θ,p) un espace probabilisé,(ΘN

∗
,pN

∗
) = (Ω,π) l’espace produit correspondant. Po

ω ∈ Ω , nous notonsω = (ω1,ω2, . . .), oùωk est lakième coordonnée. A chaqueθ ∈ Θ est associée une fonctio
génératrice de probabilité :

f (θ, s)=
∞∑
i=0

pi(θ)s
i (0 � s � 1),

où pi(θ) sont des fonctions mesurables vérifiantpi(θ) � 0 et
∑∞

i=0pi(θ) = 1. Lorsqueω est fixé, le processu
(Zn) est un processus de Galton–Watson non-homogène, dont la loi commune de reproduction des indivi
générationn− 1 est donnée par une fonction génératrice de probabilitéfn(s) := f (ωn, s) (n� 1). (Donc(fn) est
une suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans le semi-groupeG des fonctions génératrices de probabilité
Pourω ∈ Ω fixé, nous notons(Λ,Pω) l’espace probabilisé du processus de branchement non-homogène,Eω

l’espérance conditionnelle correspondante. Ainsi(Ω ×Λ,P) est l’espace probabilisé total du processus(Zn), où
P = ∫

δω × Pω dπ(ω). L’espérance par rapport àP ou par rapport àπ sera notéE ; il n’y aura pas de confusio
compte tenu du contexte. Par définition, pourω fixé, le processus peut être representé de la manière suivante

Z0 = 1 et Zn =
Zn−1∑
i=1

Xn,i pourn� 1, (1)

où (sousPω) {Xn,i : i � 1} sont des variables aléatoires entières, mutuellement indépendantes et indépend
Zn, dont la fonction génératrice de probabilité commune estfn. Par conséquent,

Eω
[
sZn

] = f1 ◦ · · · ◦ fn(s), s ∈ [0,1]. (2)

Nous considérons le cas critique oùE logf ′
1(1) = 0. Dans le cas où l’environnement est constant (i.e.ωn =

const.) avecf ′′
1 (1) < ∞, la loi de Kolmogorov [3] dit que limn nP (Zn > 0) = 2f ′′

1 (1); celle de Yaglom dit que
la loi conditionnelle de 2Zn/(nf

′′
1 (1)), sachantZn > 0, converge vers la loi exponentielle de paramètre 1 : p

tout z > 0, limn P (
2Zn
nσ2 > z | Zn > 0)= exp(−z). Le théorème suivant est le résultat correspondant dans le c

l’environnement est aléatoire. Nous remarquons que dans l’énoncé suivant le cas d’un environnement co
exclu à cause des deux premières conditions surf ′

1(1).

Théorème 1.1 (Loi de Kolmogorov et loi de Yaglom). Soit (Zn) un processus de branchement dans
environnement i.i.d., avecE logf ′

1(1)= 0, π(f ′
1(1)= 1) < 1,E[logf ′

1(1)]2 <∞ etE(f ′′
1 (1)/f

′
1(1)

2
)ε <∞ pour

un certainε > 0. Alors il existe une constante0< c <∞ telle que

lim
n→∞n1/2P(Zn > 0)= c. (3)

PosantCn = Eω(Zn | Zn > 0), la loi conditionnelle deZn/Cn, sachantZn > 0, converge vers une loi d
probabilité ν �= δ0 sur [0,∞[ avec moyenne1 et variance finie. De plus, la loi limite est la loi exponentie
de paramètre1 dans le cas(dit géométrique) oùfn est de la forme:

fn(s)= 1− αn

1− β
+ αns

1− β s
, 0 � αn, 0 � βn < 1, αn + βn � 1, n� 0. (4)
n n
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Remarque 1.Si Cn = PnBn(1), oùP0 = 1 et, pourn � 1, Pn = f ′
1(1) . . .f

′
n(1), Bn(1) = ∑n

k=1P
−1
k−1bk(1) avec

bk(1) = f ′′
k (1)/2f

′
k(1)

2, alors la loi conditionnelle deZn/Cn, sachantZn > 0, converge aussi vers une loi d
probabilité non-dégénéréesur[0,∞[, avec moyenne et variance finies, mais la moyenne n’est pas nécessaire

Nous observons que la probabilité de survieP(Zn > 0) se comporte commen−1 ou n−1/2 selon que
l’environnement est constant ou aléatoire. La loi de Yaglom a été aussi considérée dans [2] (pp. 1855
mais la conclusion n’était pas claire. Nous constatons aussi que la normalisationCn de la remarque précéden
reste valable dans le cas où l’environnement est constant, car dans ce cas elle devient l’expression cla
Yaglom :Cn = nf ′′

1 (1)/2.

2. Un théorème limite pour une marche aléatoire centrée

Soit (ωn) la suite i.i.d. définie dans la section précédente. Soita :Θ → R
∗+ une fonction mesurable. Alor

ω �→ an = a(ωn) sont des variables aléatoires positives i.i.d. Nous considérons le cas oùE loga1 = 0, et la marche
aléatoireS0 = 0, Sn =X1 + · · · +Xn, avecXn = logan, n� 1. SoitMn = max(0, S1, . . . , Sn). On a :

Lemme 2.1[9]. SiEX1 = 0 et 0< EX2
1 < ∞, alors pour toutx � 0, il existev(x) > 0 telle qu’on ait, lorsque

n→ ∞,

µn(x) := P(Mn � x)∼ v(x)n−1/2. (5)

De plus, pour toutλ > 0, lorsquen → ∞, E e−λMn ∼ ṽ(λ)n−1/2, où ṽ(λ) = ∫ ∞
0 e−λx dv(x). Posonsv(x) = 0

pourx < 0. La fonctionv(x) vérifiev(x)= Ev(x −X1) si x � 0 et v(x)∼ cx lorsquex → ∞, où0< c <∞ est
une constante.

Soit πn,x la probabilité conditionnelle par rapport àπ , sachantMn � x : pour toute fonctiong :ΘN
∗ → R+,

mesurable,πn,x(g)= π(g;Mn � x)/µn(x). Soitπx la probabilité surΘN
∗

telle qu’on ait, pour toutk � 1 et toute
fonction mesurableg :ΘN

∗ → R+ qui ne dépend que desk premières coordonnées,

πx(g)= 1

v(x)
π

[
gv(x − Sk);Mk � x

]
.

L’existence d’une telle probabilité vient du théorème de Kolmogorov. Une fonctiong :Θk → R sera aussi identifié
à la fonction(ω1,ω2, . . .) �→ g(ω1, . . . ,ωk) définie surΘN

∗
.

Lemme 2.2. Pour toutk � 1 et toute fonctiong :Θk �→ R, mesurable et bornée,

lim
n→∞πn,xg = πxg, x � 0.

Lemme 2.3. On suppose queEX1 = 0 et 0< EX2
1 < ∞. Soithn :Θn → R+ une suite de fonctions mesurabl

et uniformément bornées telles que, pour toutx � 0, la limite h(ω1,ω2, . . .) = lim hn(ω1, . . . ,ωn) existeπx p.s.
Alors limn→∞ πn,xhn = πxh.

Théorème 2.4.Sous les conditions du Lemme2.3, si de plus

lim sup
x→∞

lim sup
n→∞

n1/2E[hn;Mn > x] = 0, (6)

alors la fonctionx �→ v(x)πxh est non-décroissante sur[0,∞[, et

lim
n→∞n1/2Ehn = lim

x→∞v(x)πxh. (7)
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3. Marche aléatoire centrée sur le groupe affine

Dans cette section nous notonsωn = (an, bn) une suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs dansR
∗+ ×R, avec

E loga1 = 0. Considérons les transformations affinesgn(x)= anx+bn (x ∈ R), et la marche aléatoire(g1◦· · ·◦gn)
sur le groupe affine. PosonsA0 = 1 et, pourn� 1, An = a1 . . . an, Bn = ∑n

k=1Ak−1bk. Alors

g1 ◦ · · · ◦ gn(x)=Anx +Bn, n� 1.

Nous sommes interessés par les propriétés asymptotiques de la distribution deg1 ◦ · · · ◦ gn, qui est bien sûr
caractérisée par la loi conjointe de(An,Bn).

Théorème 3.1. On supposeEX1 = 0, 0< EX2
1 < ∞, E(|b1|ε) < ∞ etE(|b1|−ε) < ∞ pour un certainε > 0.

Alors il existe une mesure de Radonν surR, telle qu’on ait, pour toutβ > 0, 0<
∫
(1+|y|)−β dν(y) <∞, et pour

toute fonction continueh :R+ × R → R+ vérifianth(x, y) � C/(1 + y)β pour certaines constantesC,β > 0 et
tous(x, y) ∈ R

∗+ × R,

lim
n→∞n1/2Eh(An,Bn)=

∫
h(0, y)dν(y); (8)

pour toute fonction continueψ :R → R+ vérifiantψ(y)�C/(1+|y|)β pour certaines constantesC,β > 0 et tout
y ∈ R, la fonctionx �→ v(x)πxψ(B) est non-décroissante sur[0,∞[ et

ν(ψ)= lim
x→∞v(x)πxψ(B) <∞, (9)

oùB := limn Bn ∈ R πx p.s. De plus,ν est une mesure de Radon surR, µ-stationnaire: λ= µ∗λ= ∫
f (ν)dµ(f ),

oùf (ν) désigne la mesure image deν par f ; à une constante près, il n’y a qu’une seule mesureµ-stationnaire.

Ce théorème de limite locale complète un résultat de Le Page et Peigné [10] sur la loi conjointe de(An,Bn),
et améliore leur résultat sur la loi deBn. Notons qu’ici la loiµ n’admet pas nécessairement de densité
résultat apparaît comme une conséquence du Théorème 2.4 appliqué àhn = h(An,Bn). En effet, sous les
conditions 0< EX2

1 < ∞, E|b1|ε < ∞ et E(X1 |b1|ε) < ∞ pour un certainε > 0, nous pouvons montrer qu
πx(A

ε
k−1|bk|ε) = O(k−3/2)(k → ∞); par conséquentπx p.s. limk→∞Ak = 0 et B := limk→∞Bk ∈ R, ce qui

donne la convergenceπx p.s. dehn. La conditionE|b1|−ε <∞ nous permet de montrer que pourβ > 0 assez petit
lim supn→∞ n1/2E[eβMn/2/(1+ |Bn|)β ]<∞, et par conséquent la condition (6) du Théorème 2.4 est satisfai
n1/2E[h(An,Bn);Mn > x] � Cn1/2E[(1+|Bn|)−β eβ(Mn−x)/2] � CC1 e−βx/2. L’unicité de la mesure stationnair
a été obtenue dans [4].

4. Marche aléatoire sur le semi-groupe des fonctions génératrices

Rappelons que(fn) est une suite de v.a. i.i.d. à valeurs dansG, le semi-groupe pour la composition des fonctio
génératrices de probabilités. SoitG̃ le semi-groupe défini par̃G=G∪[0,1] (une constantec ∈ [0,1] est identifiée
à la fonctionc(s)= c pours ∈ [0,1[ etc(1)= 1), muni de la topologie de convergence simple. Bien sûr, sif,g ∈ G̃

sont indépendantes de loisµ etν, alors la convolutionµ ∗ ν est la loi def ◦ g. On posean = 1/f ′
n(1), et on définit

bn(s) par :(
1− fn(s)

)−1 = an(1− s)−1 + bn(s), 0 � s < 1, (10)

et bn(1) := lims↑1bn(s) = f ′′
n (1)/2f

′
n(1)

2. Dans le cas géométrique,bn(s) = bn(1) pour touts ∈ [0,1[. Dans le
cas général, par un calcul simple,(f ′

n(1)− (1− fn(0)))/f ′
n(1)

2 � bn(s) pour touts ∈ [0,1[ ; si f ′′
n (1) < ∞, par

un résultat d’Agresti [1,9],bn(s)� 2bn(1) pour touts ∈ [0,1[. Par itération,(
1− f1 ◦ · · · ◦ fn(s)

)−1 =An(1− s)−1 +Bn(s), 0 � s < 1, (11)
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où A0 = 1, et pourn � 1, An = a1 . . . an,Bn(s) = ∑n
k=1Ak−1bk(fk+1 ◦ · · · ◦ fn(s)) � 2Bn(1). On voit donc

qu’il y a une relation étroite entre les marches aléatoires sur le groupe affine et sur le semi-groupe des f
génératrices de probabilités.

Théorème 4.1.On supposeEX1 = 0, 0<EX2
1 <∞ etE[b1(1)ε]<∞ pour un certainε > 0. Soitµ la loi def1.

Alors pour toute fonctionψ : G̃→ R+ continue bornée vérifiantψ(f )� C(1− f (0))β pour certaines constante
C,β > 0 et toutf ∈G, on a:

lim
n→∞n1/2Eψ(f1 ◦ · · · ◦ fn)= lim

x→∞v(x)πxψ(q)=: λ(ψ) <∞,

où q = q(ω)= lim f1 ◦ · · · ◦ fn(0), x �→ v(x)πxψ(q) est non-décroissante sur[0,∞[. De plus,λ est une mesur
de Radon sur[0,1[, µ-stationnaire: λ= µ ∗ λ= ∫

f (λ)dµ(f ), oùf (λ) désigne la mesure image deλ par f ; à
une constante près, il n’y a qu’une seule mesureµ-stationnaire.

Ce théorème de limite locale est encore une application du Théorème 2.4. La convergenceπx p.s. dehn =
ψ(f1 ◦ · · ·◦fn) est assurée par le fait que pour touts ∈ [0,1[, q = limn→∞ f1 ◦ · · ·◦fn(s) < 1πx p.s. ; la condition
(6) du Théorème 2.4 est satisfaite car pour toutk � n, 1− f1 ◦ · · · ◦ fn(0)� 1− f1 ◦ · · · ◦ fk(0)� f ′

1(1) . . .f
′
k(1),

et donchn � C e−βMn .

5. Esquisse de la démonstration du Théorème 1.1

La loi de Kolmogorov est une conséquence directe du Théorème 4.1 et du fait queP(Zn > 0) = E(1 − f1 ◦
· · · ◦ fn(0)). Pour la loi de Yaglom, nous remarquons que

Cn =Eω(Zn |Zn > 0)= Pn/
[
1− f1 ◦ · · · ◦ fn(0)

] = [
An +Bn(0)

]
/An,

et que la transformée de Laplace de la loi deZn/Cn, sachantZn > 0, est :

Ln(t)= 1− E[1− f1 ◦ · · · ◦ fn(e−tAn/(An+Bn(0)))]
E[1− f1 ◦ · · · ◦ fn(0)] , 0< t <∞. (12)

Nous avons déjà precisé au Théorème 4.1 un équivalent du dénominateur de la dernière fraction ; en
une application du Théorème 2.4 nous pouvons obtenir un équivalent du numérateur. On en déduit que
L(t) := limn→∞Ln(t) existe, et vérifie(1−L(t))/t = 1+ O(t) (t → 0), ce qui donne le résultat désiré.
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