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Résumé

On montre que la catégorie desN-complexes est monoïdalement équivalente à la catégorie des comodules sur une
algèbre de Hopf. Cela généralise un résultat précédent de Pareigis dans le casN = 2. Pour citer cet article : J. Bichon, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

N-complexes and Hopf algebras. We show that the category ofN-complexes is monoidally equivalent to the category
comodules over a well chosen Hopf algebra. This generalizes Pareigis’ previous result forN = 2. To cite this article: J. Bichon,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

UnN -complexe est un moduleZ-gradué muni d’un endomorphismed de degré−1 tel quedN = 0, le casN = 2
correspondant au cas des complexes usuels. De tels objets ont été abondamment utilisés dans les travaux
Violette [3,4], Dubois-Violette et Kerner [6], et Kapranov [7] sur le calcul différentiel quantique. Ils ont égale
été exploités par Berger, Dubois-Violette et Wambst [1] dans leurs travaux sur les algèbresN -homogènes. L’algèbr
homologique desN -complexes a été développée par Kapranov [7] puis Kassel et Wambst [9]. On consulte
pour une bibliographie plus complète.

Un résultat de Pareigis [11], antérieur à l’ère des groupes quantiques, assure que la catégorie des c
est monoïdalement équivalente à la catégorie des comodules d’une algèbre de Hopf non commutativ
cocommutative. Dans cette Note on généralise le résultat de Pareigis au cas desN -complexes, avecN un entier
supérieur ou égal à 2. L’algèbre de Hopf obtenue possède des relations étroites avec les algèbres q
associées à l’algèbre de Liesl(2) (voir [8]).

Un résultat relativement proche est énoncé par Dubois-Violette dans [5] (Appendice A) : la catégo
ZN -complexes, qui peut être vue comme une sous-catégorie de celle desN -complexes, est monoïdaleme
équivalente à la catégories des modules sur une algèbre de Hopf (en fait une algèbre de Taft, donc un
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de l’algèbre de Hopf que nous considérons ici). Pour la catégorie entière desN -complexes, l’usage des comodu
est nécessaire pour reconstruire laZ-graduation.

2. Notations et conventions

SoitK un anneau commutatif et soitq un inversible deK. Pourn ∈ N
∗, on considère lesq-nombres

(n)q = 1+ q + · · · + qn−1 et n!q = (n)q · · · (1)q (0!q = 1).

On fixe un entierN � 2 et un anneau commutatifK contenant un élément inversibleq tel que(N)q = 0 et tel que
pour tout entier 0< n<N , leq-nombre(n)q soit inversible dansK. On peut alors considérer, pour 0� k � n�N ,
lesq-coefficients binomiaux(

n

k

)
q

= n!q
k!q(n− k)!q .

Ces hypothèses sont vérifiées en particulier siK est un corps et siq ∈K∗ est une racine primitiveN -ième de l’unité.

3. N -complexes et leur q-produit tensoriel

Rappelons tout d’abord qu’unN -complexe est unK-moduleZ-graduéM = ⊕
i∈Z
Mi muni d’un endomor-

phismed de degré−1 (appelé différentielle) tel quedN = 0. La catégorie desN -complexes est notéeCompN(K) :
les morphismes sont les morphismes deK-modulesZ-gradués commutant aux différentielles.

Le produit tensoriel deN -complexes a été défini par Kapranov [7]. Soient(M,dM) et (N,dN) deuxN -comp-
lexes. Leurq-produit tensoriel(M ⊗q N,dM⊗qN ) est défini de la manière suivante. En tant queK-moduleZ-gra-
dué, on a

M ⊗q N =
⊕
i∈Z

( ⊕
k+j=i

Mk ⊗Mj
)
,

et la différentielle est donnée pardM⊗qN (m ⊗ n) = dM(m) ⊗ n + q−im ⊗ dN(n), m ∈Mi, n ∈ Nj . L’identité
dNM⊗qN = 0 provient du lemme suivant, qui sera utile par la suite.

Lemme 3.1 [7]. Pourm ∈Mi, n ∈Nj etp ∈ N
∗, on a

d
p
M⊗qN (m⊗ n)=

p∑
k=0

q−(p−k)i
(
p

k

)
q

dkM(m)⊗ dp−k
N (n).

Notons que l’on a changé la convention de [7] en remplaçantq parq−1, cela permet d’utiliser desq-coefficients
binomiaux à la place deq−1-coefficients binomiaux. Il est immédiat que(CompN(K),⊗q), muni des contrainte
d’unité et d’associativité évidentes, est une catégorie monoïdale (ou tensorielle, voir [8]). Le foncteu
Ω : (CompN(K),⊗q )→ Mod(K) est monoïdal strict.

4. L’algèbre de Hopf A(q)

L’algèbreA(q) est le quotient de l’algèbre libreK{x, t, t−1} par l’idéal bilatère engendré par les relations :

t t−1 = 1 = t−1t, xt = qtx, xN = 0.

Proposition 4.1. (1) L’algèbreA(q) est une algèbre de Hopf. Le coproduit∆ est défini par∆(x)= x⊗1+ t−1⊗x
et ∆(t) = t ⊗ t ; la co-unitéε est définie parε(x) = 0 et ε(t) = 1 ; l’antipode S est défini parS(x) = −tx et

S(t)= t−1. Pour0� k �N − 1, on a∆
(
xk

) = ∑k
l=0

(
k
)
q
xlt l−k ⊗ xk−l .
l
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(2)A(q) est unK-module libre de base{xkti , 0 � k �N − 1, i ∈ Z}.
(3) Il existe un unique morphisme d’algèbresΦ :A(q)→ K tel queS2 = Φ ∗ id ∗ Φ−1, avecΦ(x) = 0 et

Φ(t)= q .

La preuve de l’assertion (1) est classique, voir [8], l’ingrédient essentiel étant laq-formule du binôme
L’assertion (2) se montre par exemple en remarquant que l’algèbreA(q) est isomorphe à un produit crois
K[x]/(xN)�K[Z]. La preuve de (3) est immédiate : dans le langage de [2]Φ est un caractère souverain surA(q).

5. L’équivalence de catégories

On noteComod(A(q)) la catégorie desA(q)-comodules à droite.

Théorème 5.1. Le foncteur oubliΩ : CompN(K)→ Mod(K) induit une équivalence de catégories monoïdale

Ω̃ : (CompN(K),⊗q
) ≈⊗−→Comod

(
A(q)

)
.

Démonstration. Soit (M,d) un N -complexe. On définit une applicationK-linéaire αM :M → M ⊗ A(q) en

posant, pourm ∈Mi : αM(m)= ∑N−1
k=0 d

k(m)⊗ xkt i

k!q . On vérifie queΩ̃(M) := (M,αM) est unA(q)-comodule.
Si f :M → N est un morphisme deN -complexes, il est immédiat quef est un morphisme deA(q)-comodules
Ω̃(M)→ Ω̃(N). On obtient donc un foncteur̃Ω : (CompN(K),⊗q)→ Comod(A(q)), qui est pleinement fidèle

Soit maintenant(M,α) un A(q)-comodule. Pouri ∈ Z, on poseA(q)i = ⊕N−1
k=0 Kx

kti , et on aA(q) =⊕
i∈Z
A(q)i . Ainsi si on poseMi = {m ∈ M | α(m) ∈ M ⊗ A(q)i}, on a M = ⊕

i∈Z
Mi car M est un

A(q)-comodule et on obtient uneZ-graduation surM. Soitψ1 :A(q)→ K l’unique applicationK-linéaire telle
queψ1(x

kti )= δk,1 pouri ∈ Z et 0� k �N −1. Posons alorsd = (idM ⊗ψ1)◦α :M →M. La coassociativité de
α assure qued est de degré−1. Posons, pourp � 1, ψp = ψ⊗p

1 ◦∆(p−1). On adp = (idM ⊗ψp) ◦ α et puisque
ψN = 0, on adN = 0 et(M,d) est unN -complexe. On vérifie quẽΩ(M,d)= (M,α). Par conséquent le foncte
Ω̃ est essentiellement surjectif, et est une équivalence de catégories.

Il reste à voir quẽΩ est un foncteur monoïdal. Soient(M,dM) et (N,dN) desN -complexes. La formule pou
la coaction dẽΩ(M ⊗q N) est (m ∈Mi, n ∈Nj ) :

αM⊗qN (m⊗ n)=
N−1∑
k=0

dkM⊗qN (m⊗ n)⊗ xkti+j

k!q .

La coaction sur le produit tensoriel de comodules est donnée par :

αM ⊗ αN(m⊗ n)=
N−1∑
k,l=0

dkM(m)⊗ dlM(n)⊗
xktixl tj

k!q l!q .

On voit que ces deux formules coïncident en utilisant la relationtx = q−1xt et le Lemme 3.1. On a don
Ω̃(M⊗q N)= Ω̃(M)⊗ Ω̃(N) et par conséquent le foncteur̃Ω est une équivalence de catégories monoïdales.✷
6. Dépendance du paramètre q

Il est naturel de se demander dans quelle mesure la catégorie monoïdale(CompN(K),⊗q ) dépend du choix du
paramètreq . Le resultat qui suit répond à cette question.

Proposition 6.1. Supposons queK est un corps et soientq1, q2 ∈K∗ satisfaisant au hypothèses du paragraphe2.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
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(1) Les catégories(CompN(K),⊗q1) et (CompN(K),⊗q2) sont monoïdalement équivalentes.
(2) Les catégoriesComod(A(q1)) et Comod(A(q2)) sont monoïdalement équivalentes.
(3) q1 = q2.

Démonstration. Les assertion 1 et 2 sont équivalentes par le Théorème 5.1, et il reste donc à mont
(2)⇒ (3). Commençons par quelques observations sur la catégorieComod(A(q)). Les objets simples sont le
T i, i ∈ Z, correspondant aux « group-like »t i deA(q), ou encore aux uniquesN -complexes de dimension
concentrés en degréi. Si X et V sont des objets tels que l’on ait une suite exacte non scindée 0→ X → V →
K → 0 avecX simple, alors nécessairementX ∼= T −1.

Soit maintenantF : Comod(A(q1))→ Comod(A(q2)) une équivalence monoïdale. NécessairementF(T )∼= T
ouF(T )∼= T −1 (F est monoïdal etT i ∼= T ⊗i ). Le foncteurF transforme la suite exacte non scindée 0→ T −1 →
V →K → 0 en une suite exacte non scincée 0→ F(T −1)→ F(V )→K → 0, donc par l’observation précéden
F(T )∼= T . Le foncteurF induit une équivalence monoïdaleF0 entre les catégories de comodules de dimens
finie. Sur de telles catégories les structures souveraines [10] sont en bijection avec les caractères souv
donc par la Proposition 4.1 le foncteurF0 préserve les structures souveraines, et en particulier les dimen
souveraines [10], notées dimΦ . Donc puisqueF(T )∼= T , on aq1 = dimΦ(T )= dimΦ(F(T ))= q2. ✷
7. Tressages

La catégorie monoïdale des complexes possède une symétrie naturelle. Ce résultat ne se généralis
N -complexes, même dans le cadre plus général des tressages.

Proposition 7.1. Supposons queK est un corps et queq est une racine primitiveN -ième de l’unité. Alors, pou
N � 3, la catégorie monoïdale(CompN(K),⊗q ) n’admet pas de tressage.

Démonstration. On sait que la donnée d’un tressage surComod(A(q)) est équivalente à la donnée d’u
application bilinéairer :A(q) ⊗ A(q) → K inversible pour la convolution et satisfaisant à certains axio
(voir [8], Définition VIII.5.1). On vérifie que si une telle forme bilinéaire existe, alorsr(t, t)−1 = r(t−1, t) =
q−1 = r(t, t−1)= q , ce qui implique queN = 2. ✷
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