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Résumé

Nous définissons une involution qui permet de ramener à une forme triangulaire par blocs les matrices de Gram de
des arbres binaires plans. Ceci nous conduit à conjecturer l’existence d’une tour d’algèbres ayant cette dernière pour
Grothendieck.Pour citer cet article : F. Hivert et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On some properties of the algebra of planar binary trees. We define an involution which reduces to a block triangu
form the Gram matrices of the algebra of planar binary trees. This leads us to conjecture the existence of a tower o
admitting the latter as its Grothendieck ring.To cite this article: F. Hivert et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Cette Note fait suite à [4] dont nous reprenons les notations. Rappelons que d’après [4], l’algèbre de
binairesPBT de [6] peut s’identifier à la sous-algèbre de l’algèbre des fonctions quasi-symétriques libresFQSym
engendrée par les polynômes

PT =
∑

P(σ )=T

Fσ , (1)

oùP est leP -symbole sylvestre introduit dans [4]. Il est remarquable que cette caractérisation soit en tou
semblable à celle des fonctions de Schur rubans non commutativesRI , qui peut s’écrire d’après [5]

RI =
∑

P(σ)=I

Fσ , (2)

oùP(σ) est leP -symbole hypoplaxique deσ , un quasi-ruban standard étant ici identifié à une composition.
Rappelons queFQSym est naturellement munie d’un produit scalaire [2,3] défini par〈Fσ ,Gτ 〉 = δστ , et que

les entiers

cI,J = 〈RI ,RJ 〉, |I | = |J | = n,
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réservés.
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s’interprètent comme les invariants de Cartan de la 0-algèbre de HeckeHn(0) : le coefficientcI,J est égal à la
multiplicité du module simpleSI dans le module projectif indécomposablePJ [5].

La similitude entre les Éqs. (1) et (2) conduit à s’interroger sur la possibilité d’une interprétation analog
entiers

cT ,U = 〈PT ,PU 〉 =
∑

P(σ )=T ; P(σ−1)=U

1.

Cela revient à supposer l’existence d’une tour d’algèbres surC : A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · · avec dimC(An) = n!,
dont les modules simplesST (et donc aussi les modules projectifs indécomposablesPT ) seraient indexés par le
arbres binaires planaires àn sommets. Pour que l’analogie soit complète, il faudrait aussi disposer de plonge
naturelsAp ⊗Aq ↪→ Ap+q et d’identifications dePBT aux sommes directes de groupes de Grothendieck

G =
⊕
n�0

G0(An), K =
⊕
n�0

K0(An)

telles que les produits dePBT et PBT∗ exprimés dans des bases appropriées correspondent à l’induct
Ap ⊗Aq àAp+q .

SoitM(n) la matrice descT ,U . Le calcul de la seule matriceM(3) suffit à se convaincre qu’elle ne peut pas ê
directement une matrice d’invariants de Cartan car elle a un zéro sur la diagonale. En effet, si l’on supp
〈PT ,PU 〉 = dimhomAn(PT ,PU), ou de façon équivalente, si l’on suppose que les modules simples sont inde
manière à ce queST = PT /RadPT , on a automatiquement au moins 1 sur la diagonale puisque homAn(PT ,PT )

contient au moins l’application identité. Toutefois, les matricesM(n) présentent une structure de blocs intéressa
Ceci nous conduit à nous demander s’il n’existe pas une transformation simple produisant une suite de
ayant les propriétés voulues.

Commençons par la structure de blocs. SoitT un arbre binaire. On noteσT le mot canoniquede T , défini
comme le plus grand élément pour l’ordre lexicographique de la classe sylvestre deT . On appellesquelettedeT

le couple d’entiers(k, l) défini par

– le plus grand entierk � n − 1 tel queσT (n) = n, . . . , σT (n − k + 1) = n − k + 1, autrement dit le nombre d
points fixes à droite de la permutation (moins 1 siσ est l’identité),

– le nombrel de saillances du mot obtenu en effaçant lesk dernières lettres deσT . Rappelons quei est une
saillance deσ si σ(i) > σ(j) pour toutj > i.

Le squelette deT peut se visualiser sur la composante formée de la succession de fils droits la plus hau
sommets se trouvant au-dessus de ceux-ci, les deux nombres se lisant comme suit : le nombre de points
fin deσT correspond à la taille de la branche gauche moins un, et le nombre de saillances correspond à la
la branche droite. La Fig. 1 montre le squelette de la classe deσ = (8,9,7,5,4,6,1,2,3,10,11), qui est ici(2,4).

Fig. 1. Un arbre et son squelette.
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Fig. 2. Les matricesC(n) pourn = 2, n = 3, n = 4.

Nous pouvons maintenant présenter la structure de blocs deM(n). Nous dirons que deux arbresT et U sont
dans le même blocs’il existe une puissance deM(n) dans laquelle le coefficient(T ,U) est non nul (cette relatio
est symétrique carM(n) l’est, par définition).

Théorème 1. Deux arbres sont dans le même bloc si et seulement s’ils ont même nombre de sommets
squelette.

Théorème 2. Soitν l’involution sur les arbres définie parν(T ) = T ′, oùT ′ =P(σ−1
T ). Alors

– l’involution ν préserve les blocs(T etν(T ) ont même squelette),
– la matriceC(n) définie par

C(n)(T ,U) = 〈Pν(T ),PU 〉
est unitriangulaire inférieure si l’on ordonne les arbres, d’abord par squelettes, puis à l’intérieur d’un m
squelette, par l’ordre lexicographique sur leurs mots canoniques.

Nous avons représenté Fig. 2 les premières matricesC(n) en omettant les zéros pour faciliter la lecture. L’ord
des arbres sur les lignes et colonnes correspond aux ordres respectifs sur leurs mots canoniques :

– 12 ; 21,
– 123 ; 213 ; 231, 312 ; 321,
– 1234 ; 2134 ; 2314, 3124 ; 3214 ; 2341, 3241, 3412, 4123, 4213 ; 3421, 4231, 4312 ; 4321.

On en déduit alors une nouvelle fois quePBT est auto-duale. En effet, pour toutn,

detM(n) = εn(ν)detC(n) �= 0,

où εn(ν) est la signature de la permutation de l’ensemble des arbres binaires àn sommets induite parν. Il vient
donc que la restriction du produit scalaire〈, 〉 deFQSym à la sous-algèbre de HopfPBT est non dégénérée. Comm
FQSym est auto-duale,PBT l’est aussi.

Étudions maintenant d’un peu plus près les blocs de la matrice ainsi obtenue. Appelonstriangle de Catalan[7]
(respectivementtriangle de Stirling de première espèce) la matrice triangulaireA (resp.B) dont le coefficientai,j
(resp.bi,j ) est le coefficient det iuj dans les expressions respectives :

∞∑
tn

n−1∑ n− k

n+ k

(
n + k

k

)
uk,

∞∑
tn

n−1∏
(1+ k u).
n=1 k=0 n=1 k=1
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1 4 9 14 (14)
1 5 14 28 42 (42)
1 6 20 48 90 132 (132)

1
1 (1)
1 3 (2)
1 6 11 (6)
1 10 35 50 (24)
1 15 85 225 274 (120)
1 21 175 735 1624 1764 (720)

Fig. 3. Les triangles de Catalan et des nombres de Stirling de première espèce.

L’interprétation combinatoire (bien connue) de ces nombres est la suivante :ai,j est le nombre d’arbres binaire
de taille i dont le nombre d’éléments hors de la chaîne des fils droits partant de la racine estj . Le coefficient
bi,j est le nombre de permutations de longueuri dont le complémentaire du nombre de saillances estj . On a
représenté Fig. 3 les deux triangles où l’on a mis entre parenthèses les arbres n’ayant pas de fils droit à
et les permutations n’ayant qu’une seule saillance. Signalons que les lignes du triangle de Catalan do
coefficients des polynômes de Poincaré des algèbres de coinvariants de l’action quasi-symétrisante d
symétrique, calculées par Aval, Bergeron and Bergeron [1].

Théorème 3. Considérons un bloc de squelette(k, l) de la matriceC(n) pour un entiern donné.

– Le nombremn(k, l) de lignes de ce bloc est donné par le(n− k− l + 1)-ieme nombre(ou premier sil = 1) de
la (n− k)-ieme ligne du tableau de Catalan.

– La sommedn(k, l) des éléments de ce bloc est donnée par le(n− k− l −1)-ieme nombre(ou premier sil = 1)
de la(n− k)-ieme ligne du tableau de Stirling.

Pour toute tour d’algèbres(An) admettant lesC(n) comme matrices d’invariants de Cartan, les squelettes(k, l)

correspondent effectivement aux blocs (au sens de sous-algèbres indécomposables)Bn(k, l) deAn. Alors,dn(k, l)
est la dimension deBn(k, l), etmn(k, l) le nombre de ses modules simples.

Remarquons qu’il peut a priori exister plusieurs tours d’algèbres non isomorphes possédant ces proprié
avons calculé les carquois correspondant à chaque bloc de la matrice pourn � 6 en mettant le moins de flèch
possibles (donc le moins de relations). La structure des carquois et de leurs relations semble posséder un
régularité mais elle reste malheureusement insuffisamment comprise pour nous permettre de décrire ce
pour toutn. Nous conjecturons néanmoins le résultat suivant :

Conjecture 4. Il existe une tour d’algèbres(An) dont lesC(n) sont les matrices des invariants de Cartan.
plus, il existe des plongementsρm,n de Am ⊗ An dansAm+n tels que si l’on munitK du produit d’induction

[M] · [N] = [M ⊗C N↑Am+n

Am⊗An
], l’applicationK → PBT qui envoie la classe du module projectif indécomposa

PT sur le polynômePT est un isomorphisme d’anneaux.
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