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Résumé

Considérons une population d’'individus sujets a deux causes de mort. Nous observons les individus vivants rgletemps
nous les suivons jusqu’a la mort. A partir de cet échantillon biaisé en longueur, nous proposons un estimateur de la fonction de
survie pour les durées de vie initiales (i.e. pour toute la population) sous I'hypothése des risques proportionnels pour les deux
causes de mort. Le comportement asymptotique de notre estimateur est égalemerRatuditer cet article: J.-Y. Dauxois
etal., C.R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Estimation of the survival function under length-biased sampling for competing risks and proportional hazards.
Consider a population of individuals who experience two causes of death. We observe the ones alivegariinllow
them until death. Given this length bias sample, we propose an estimator of the survival function of ‘initial survival times’ (i.e.,
for the entire population) under the assumption of proportional hazards for the two causes of death. The large sample behaviou
of our estimator is also studiedo citethisarticle: J.-Y. Dauxois et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Le probléme central en analyse des durées de vie est I'estimation de la distribution duzzeanpe deux
événements donnés sous différentes méthodes d’échantillonnage. Fréquemment, cette distribution doit étre estims
a partir d’'un échantillon en coupe, c’est-a-dire en ne prenant en compte que les individus vivants a un ®mps
dit couramment que ces données sont biaisées en longueur car la gignsigéla durée de vie échantillonngé
est proportionnelle & [d) gz (-) ou gz est la densité de la durée de vie initideet Id est la fonction identité.
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Vardi [8] a été le premier a considérer I'estimation non-paramétrique en présence de biais de longueur. Plus
récemment Asgharian et al. [3] ont obtenu un estimateur non-paramétrique du maximum de vraisemblance pour [
fonction de survie d& et son comportement asymptotique.

Dans cet article, nous étudions le cas d’'un échantillon en biais de longueur dans lequel les individus sont
soumis a deux causes de mort dont les risques sont supposés proportionnels. Cette situation a été étudiée pour
échantillon sans biais de longueur (formé des durées de vie initiales) par Cheng et Lin [5] et Csorgo [6]. A notre
connaissance, la conjonction de ces deux phénomeénes n’a pas été étudiée jusqu’alors.

Dans la Section 2, nous établissons une relation exprimant la fonction de survie d’une des deux durées de vie
initiales en concurrence en fonction de celle du temps obs&hsdus échantillonnage en biais de longueur. Nous
utilisons cette relation dans la Section 3 pour proposer un estimateur de cette fonction de survie sous I'hypothés
de biais de longueur. Notre principal résultat est alors d’étudier le comportement asymptotique de notre estimateu
(cf. Théoreme 3).

2. Risgues compétitifset biaisdelongueur

Considérons une population d’individi@ise 7} soumis a deux causes de mort. A chaque individa associe
donc deux variables aléatoires positiveset ¥;, durées de vie associées a la premiére et seconde cause de mort.
On suppose ici que les durées de vie sont indépendantes et en concurrence, c’est-a-dire que I'on ne peut observ
que lav.aZ; =min(X;,Y;) = X; A Y; et l'indicateur de la cause de mdft= Iy, <y,). Nous supposons de plus
que les deux causes de mort sont a risques proportionnels, c’est-a-dire qu'ilgexigteéel que :

Gy (x) = (Gx ()" pour toutx > 0, 1)

ol Gx et Gy sont les fonctions de survie des vé.et Y. Armitage [2] a montré que cette hypothése était
équivalente a I'indépendance entre les variables aléatBieds.

Supposons maintenant que cette population, appelée dans la suite «population initiale », soit telle que les
naissances soient distribuées suivant un processus de Poisson mélangé. Dans cet ensemble d'individus, no
supposons de plus n'observer que ceux vivants & un ingtalttnné, c’est le phénomeéne du biais de longueur.
Dans cet échantillon observé, les durées deXfieet Y? associées aux deux causes de mort n’ont alors pas la
méme distribution que les durées de vie initiales (sur toute la population). Sous ces deux hypothéses, on peu
établir les relations suivantes entre la dengit¢y du couple(X, Y) et cellesfys, fy» et fx» y» de Xt yP et
(X0, vPy:

Fo (1) = ﬁgm)ﬂ& ),
Fyo(x) = E(yy)gm)m+ ),
1
fxp yp(x,y)= @(x AY)gX (x)gy(y)HRz+ (x,¥). (2)

En utilisant I'hypothése des risques proportionnels, la densi#&’de X’ A Y peut alors s’écrire sous la forme :

1 _
S (@) = 5 (14 B28x () (Gx () v, (). 3)
La relation(3) est alors équivalente a :
[ 2dFg <z>>1/<1+ﬁ>

y 2 2 4
f0(>0 %szb(Z) ( )

Gx(y)= <
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3. Estimation et comportement asymptotique

Avant d'utiliser I'Eq. (4) pour proposer un estimateur de la fonction de suéea partir de I'observation en
biais de longueur décrite précédemment, nous montrons de plus que les variables alBateigds= Texo <y
sont indépendantes. On peut en effet montrer, en utili@ntue I'on a pourtout & a < b <00 :

1
1+8
Dans la suite nous noteroascette derniére probabilité.

On introduit alorsfzz,,_l’estimateur empirique d&,», et&,, proportion de morts ayant pour cause 1. La relation
(4) incite alors & estimet x par :

[ LdF p(2) >&n
S dF )

Nous obtenons alors notre résultat principal qui décrit le comportement asymptotique de notre estimateur :

P(x" <Y?)=P(X’ <Yb/Z" €[a, b)) =

Gr(y)= ( (5)

Théoréme 3.1. Dans I’ espace des fonctions cadlag sur [0, oco[ muni de la norme de Skorohod, on a, quand » tend
vers oo, la convergence faible suivante :
= J— D P _ P P
Vn(Gx () —Gx()) = &) =aGz(-)* Loy + In[Gz("]Gz()*U,
ou U est unev.a. suivant uneloi N (0, a(1 — «)) et indépendante du processus M (-),
[Z 2 dFp ()M () M()
& LdFp ()2 [ 2dFu(x)]

X

L()=-—

]

M) = /x d[Fz BOW)](x),

sz(')
Fzu()’
et B est le mouvement brownien sur [0, oof.

W)=

Nous donnons les grandes lignes de la preuve du théoréme. En introduisant la fanetio®, (F) =
ft"o xldF(x)/ jg’o ;1 dF (x) définie sur les fonctions cadlag a variations bornées, on a alors

o

Gx(t) = (@:(Fp))* et Gx(t)=((F )™
On fait alors un développement de Taylor a l'ordre 1 :
Gx(H) —Gx(t) =aG ()X, (F 1) — &1 (F)) +IN[C2(0]C 2(1) @n — )
+ %(qs,(?zl,) — @ (Fp)) (@ = DG ()" 2+ %(&n —a)?(IN[Gz(*])?
+ (@(F 26) = @4 (Fpo)) Gin — e)e* IN[G 2 (0)*] (G2 (1)) L.

Ayant montré I'indépendance ent? et s? et en appliquant le théoreme de la limite centradg, aon obtient

le résultat du théoréme en étudiant la convergence faibl@de. (F ;) — @.(F»)).
Pour cela, on not® @, la différentielle de Gateaux d&; et, finalement, on écrit :
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(@1 (F ) = @1(Fyp)) = DOV (F o = Fp)) + Ri(F 0. Fip),
ol RI(I%Z;,, Fp) = \/ﬁ(dﬁ,(?zb) — @,(Fp)) — D&, (ﬁ(?zb — F,)). On montre que :
Do, (\/71(1/‘_:217 — Fp))
S @) 5 LVa(F p — Fp)lo) [ 2dly/a(Fp — Fpn)lx)
o~ 2Fz(0))? ! o Fp () '
Grace auAthéoréme d’application continue (cf., e.g., Billingsley [4]), pour obtenir la convergence faible de

D®,(/n(F ,» — F)), il suffit alors d'utiliser le lemme suivant, que I'on établit en utilisant des outils présents
dans[1] et [7]

Lemme 3.2. On a, quand n — oo, la convergence faible dans |’ espace de Skorohod D[0, o[ :

[e.e]

—~ r 1 = — 1
M) =+n / —d[Fz — Fz](x) 2 M) = / —d[Fz BOW)] ),
OUW() = Fuu(-)/Fz(-).

On achéve la démonstration en prouvant la convergence faite(éie,, F) vers 0.
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