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Résumé

Dans cette Note, nous présentons des résultats nouveaux d’existence et de stabilité concernant des écouleme
fluides viscoélastiques incompressibles obéissant à une loi constitutive différentielle de type White–Metzner. Nous ét
l’existence locale et l’unicité des solutions ainsi que l’existence globale pour les petits écoulements. Nous en d
l’existence et la stabilité asymptotique de petites solutions périodiques et stationnaires. Enfin, nous montrons que le
en 2-D obtenus dans Hakim (J. Math. Anal. Appl. 185 (1994) 675–705) restent vrais sans aucune hypothèse de pe
le paramètre de retard qui est le paramètre de liaison entre l’équation de la vitesse (Navier–Stokes) et l’équation de
vérifiée par le tenseur des extra-contraintes du fluide (i.e. la loi de constitution).Pour citer cet article : L. Molinet, R. Talhouk,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Existence results for the 3-D regular flows of viscoelastic fluids with a differential constitutive law of White–Metzner
type. This paper is concerned with incompressible viscoelastic fluids which obey a differential constitutive law of W
Metzner type. We establish the existence and uniqueness of local solutions in 3-D as well as the global existence
solutions. We then deduce the existence and asymptotic stability of small periodic and stationary solutions. Finally, w
that the 2-D results obtained in Hakim (J. Math. Anal. Appl. 185 (1994) 675–705) remain true without any restric
the smallness of the retardation parameter which is the linking coefficient between the equation of velocity (Navier
equation) and the transport equation verified by the extra-stress tensor.To cite this article: L. Molinet, R. Talhouk, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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We consider the White–Metzner model for incompressible viscoelastic fluids. The dimensionless sy
partial differential equations is given as follows:

Re

(
u′ + (u · ∇)u)− (1−ω)�u+ ∇p = f + divτ,

divu= 0,
τ ′ + (u · ∇)τ + g(∇u, τ)+ τ

λ(Π)
= 2ωµ(Π)D[u],

in �, (1)

where the unknownu = u(t, x), τ = τ (t, x) andp = p(t, x) represent respectively the velocity vector field,
symmetric extra-stress tensor and pressure.D[u] = 1/2(∇u+ ∇uT) is the rate of strain tensor,Π = 1

2 tr(D[u]2) is
the second invariant of the symmetric tensorD[u]. g is a bilinear tensor valued mapping defined by

g(∇u, τ)= 2a
(
D[u]τ + τD[u])− (

(∇u)τ + τ (∇u)T],
wherea is a real number satisfying 0� a � 1.λ(Π)= Weλ̃(Π)/λ̃(0); η(Π)= η̃(Π)/η̃(0),µ(Π)= η(Π)/λ(Π),
where λ̃(Π) > 0 and η̃(Π) > 0 are respectively the relaxation and viscosity functions which depend oΠ .
Re = ρ0

UL
η0

and We= λ̃(0)U
L

are respectively the well-known Reynolds number and the Weissenberg nu
(U andL represent a typical velocity and typical length of the flow) whereasη0 = η̃(0)+η∞ (η∞ is the retardation
time characteristic of the fluid,̃η(0) supposed positive). Finallyω = 1 − η∞/η0, 0< ω < 1, is the retardation
parameter. For more explanations on the modeling see [4] and references therein.

Remark 1. λ(0)= We andµ(0)= 1/We.

System (1) is completed by the following boundary and initial conditions

u= 0 on∂�, (2)

u|t=0 = u0 and τ|t=0 = τ0. (3)

We find different expression in mechanical literature forλ̃(Π) andη̃(Π) see in [4] and reference therein.
The goal of this Note is to present several results concerning existence, uniqueness and stability o

solution in 3 or 2 dimension space. First we make the following hypotheses on the relaxation and v
functions:

∀x ∈ R+ λ(x) > 0, µ(x) > 0, (H1)∥∥∥∥(1

λ

)′∥∥∥∥
L∞(R+)

�M; ∀x ∈ R+
∣∣∣∣(1

λ

)′′
(x)

∣∣∣∣� M

1+ x
, (H2)

‖µ′‖L∞(R+) �M and ∀x ∈ R+
∣∣µ′′(x)

∣∣� M

1+ x
. (H3)

Remark 2. All the expressions of functionsλ andµ given in [4] and references therein verify hypotheses (H
(H3).

In the following,A denotes the Stokes operator inL2(�) andD(A) its domain. The main results are (cf. [6])

Theorem 0.1 (Local existence and uniqueness of regular solution in 3-D).Let � ⊂ R
3 be an open bounde

set. Assume∂� ∈ C3, f ∈ L2
loc(R+;H

1), f ′ ∈ L2
loc(R+,H−1), u0 ∈ D(A), τ0 ∈ H

2(�). Then under hypothese
(H1)–(H3) there exist aT ∗ > 0, u ∈ L2(0, T ∗;H

3) ∩ C([0, T ∗];D(A)) with u′ ∈ L2(0, T ∗;V ) ∩ C([0, T ∗];H),
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p ∈ L2(0, T ∗;H2(�)), τ ∈C([0, T ∗];H
2(�)) andτ ′ ∈L2(0, T ∗;H

1(�))∩C([0, T ∗];L2(�)) such that(u,p, τ )
is the unique solution to problem(1)–(3)in its class of existence.

Theorem 0.2 (Global existence of small regular solutions in 3-D).Let1 ∂� ∈ C3. Assume in addition tha
u0 ∈D(A), τ0 ∈ H

2(�), f ∈L∞(R+;H
1(�)) andf ′ ∈L∞(R+;H−1) are small enough in their respective norm

then under hypotheses(H1)–(H3)problem(1)–(3)admits a unique solution(u,p, τ ) defined for all timest � 0,
and satisfying:

u ∈Cb
(
R+;D(A))∩L2

loc

(
R+;H

3(�)
); p ∈L2

loc

(
R+;H2(�)

)
,

u′ ∈ Cb(R+;H)∩L2
loc(R+;V ),

τ ∈Cb
(
R+;H

2(�)
)
, τ ′ ∈ Cb

(
R+;L2(�)

)∩L2
loc

(
R+;H

1).
Theorem 0.3 (Improved global existence in 2-D).The results given in[4] hold for anyω ∈ ]0,1[ and without
hypothesis on the boundedness of the relaxation functionλ.

1. Introduction, notation

L’objet de cette Note est de présenter plusieurs résultats d’existence, d’unicité et de stabilité p
écoulements évolutifs de fluides viscoélastiques de type White–Metzner dans un domaine borné deR

N (N = 2,3),
le système modélisant ces écoulements étant donné par (1)–(3).

Notons que le modèle de White–Metzner tire son importance de sa généralité, dans le sens où il inclut b
d’autres modèles classiques comme cas particulier. En effet selon les expressions des fonctions de relax
viscosité, on peut obtenir les modèles de Johnson–Segalman, Oldroyd A, Oldroyd B, Jeffreys et Maxwell
D’autre part ce modèle semble plus réaliste physiquement que ces derniers du fait que les fonctions de r
et de viscosité dépendent du tenseur des taux de déformations.

Hakim (cf. [4]) a montré, sous des hypothèses sur les fonctionsλ et µ, que le système (1)–(3) admet u
solution locale unique dans sa classe de régularité, dans le cas de la dimension 2. Supposant que le pa
retardω ∈ ]0,1[, les données initiales ainsi que la forcef sont suffisamment petits, il a établi que cette solu
est globale en temps et en a déduit par un argument de stabilité l’existence de solutions périodiques pe
convergence vers la solution stationnaire. Notons que ces résultats sont inspirés de résultats existants pou
plus simple d’Oldroyd (i.e. les fonctions de relaxation et de viscosité sont constantes) voir [3] et [5] (sig
également [1] dans le cas�= R

N ).
Dans cette Note nous étendons les résultats de [4] à la dimension 3 et montrons que les résultats en dim

restent valables sans aucune hypothèse de petitesse sur le paramètreω ni de bornitude sur la fonctionλ. Signalons
que le paramètreω joue un role fondamental pour empêcher la formation des ondes courtes instables et
important pour la simulation numérique de tels écoulements.

On utilise les notations classiques pour désigner les espaces de Lebesgue munis de leurs normes h
ainsi que les espaces de Sobolev Hilbertiens (la norme deHs sera notée‖ · ‖s et simplement‖ · ‖ si s = 0). On
introduit aussi les espaces habituels pour l’équation de Navier–Stokes :

H = {
u ∈L2(�), divu= 0, u · n= 0 on∂�

}
muni de la normeL2. On noteP le projecteur orthogonal deL2(�) surH et V l’espace solénoïdal deH 1

0 (�)

defini par

V = {
u ∈H 1

0 (�), divu= 0
}

1 In [4] it is assumed that∂� ∈ C4 but actually only∂� ∈ C3 is needed.



174 L. Molinet, R. Talhouk / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004) 171–176

s

]. Cette

ouvelles
nctions de
t à la fois
ontraintes

identité
muni de la norme de Dirichlet‖∇ ·‖.D(A) est le domaine de l’opérateur de StokesA= −P�.D(A)= V ∩H 2(�)

et on le muni de la norme‖A · ‖ qui est équivalente à la norme usuelle deH 2, ‖ · ‖H2. Enfin on utilise aussi le
propriétés bien connues de la forme bilineaireB définie par

B(u, v)= P
[
(u · ∇)v].

2. Esquisses des preuves des théorèmes d’existence

Tout d’abord, projetant l’Éq. (1)1 sur l’espaceH , le système (1) devient :{
Re

(
u′ + B(u,u)

)+ (1−ω)Au= Pf +P divτ,
We

(
τ ′ + (u · ∇)τ + g(∇u, τ)+ h(Π)τ

)+ τ = 2ωD[u] + 2ωWek(Π)D[u] (4)

avech(Π)= ( 1
λ(Π)

− 1
λ(0) ) et k(Π)= µ(Π)−µ(0).

2.1. Existence locale : Théorème 1

La méthode suivie pour prouver l’existence d’une solution régulière est similaire à celle utilisée dans [8
méthode est basée sur l’application du théorème du point fixe de Schauder à une fonctionnelleΦ définie par la
résolution de deux problèmes ; l’un d’eux est un problème de Stokes et l’autre de type transport. Les idées n
sont d’une part les hypothèses de croissance (H2) et (H3) sur les dérivées secondes de l’inverse des fo
relaxation et de viscosité, qui semblent optimales en dimension 3 si on cherche des hypothèses qui soien
vérifiées par les modèles mécaniques et qui permettent d’obtenir de bonnes estimations sur le tenseur de c
τ ; d’autre part, l’utilisation de la structure symétrique du tenseur des taux de déformations pour établir l’
suivante qui s’avère cruciale pour notre analyse (cf. [6]).∣∣D[u]∣∣=(

N∑
i,j=1

(
Dij [u]

)2)1/2

= [
tr
(
D[u]D[u]T)]1/2 = (

tr
(
D[u]2))1/2 = √

2Π1/2. (5)

On définit pourT , B1 etB2 > 0 l’ensembleRT par

RT = {
(u, τ ) | u ∈ L2(0, T ;H

3)∩C
([0, T ];D(A)); u′ ∈ L2(0, T ;V )∩

C
([0, T ];H ); τ ∈ L∞(0, T ;H

2); τ ′ ∈ L2(0, T ;H
1)∩L∞(0, T ;L

2);
u(0)= u0; τ (0)= τ0 dans�;
‖u‖2

L2(0,T ;H3)∩L∞(0,T ;D(A)) + ‖u′‖2
L2(0,T ;V )∩L∞(0,T ;H) � B1;

‖τ‖L∞(0,T ;H2) � B2; ‖τ ′‖L2(0,T ;H1)∩L∞(0,T ;L2) �B2
}
, (6)

RT �= ∅ si B1 etB2 sont suffisamment grands, i.e.B1 >C ‖Au0‖2 etB2 > ‖τ0‖2 oùC = C(�,Re,ω) (cf. [3,4]).
On définit la fonctionnelle

Φ: RT −→ X = C
([0, T ];H

1
)×C

([0, T ];H
1
)
,

(ũ, τ̃ ) −→ (u, τ ),

oùu et τ sont respectivement les uniques solutions des problèmes suivants :{
u(·) ∈ V, a.e. in[0, T ],
Re u

′ + (1−ω)Au= F = −ReB(ũ, ũ)+ P(div τ̃ + f ),

u(0)= u0,

(7){
We
(
τ ′ + (ũ · ∇)τ + g(∇ũ, τ )+ h(Π̃)τ

)+ τ = 2ωD[ũ] + 2ωWek(Π̃)D[ũ],
τ (0)= τ0.

(8)

Un point fixe deΦ dansRT est clairement une solution du problème (4)–(2)–(3).
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Lemme 2.1. SiB1 etB2 sont suffisamment grands, alors il existe unT ∗ > 0 tel que siT � T ∗ on aΦ :RT →RT .

Pour établir ce lemme, on suit la méthode utilisée dans [3] et [4], qui est basée sur l’établissement d’est
a priori suru et τ . Pour ce faire on utilise les hypothèses (H1)–(H3), l’égalité (5) et des inégalités classiq
types Sobolev et Agmon (cf. [6]).

L’existence de la solution s’obtient par l’application du théorème de point fixe de Schauder puisqueRT ∗ est un
compact convexe non vide deXT ∗ et queΦ est continue pour la topologie deXT ∗ (cf. [6]).

L’unicité est une conséquence de l’inégalité suivante :
d

dt

(
Re‖u‖2 + We

2ω
‖τ‖2

)
+
(
(1−ω)− εWe

3+ 2ω

2ω

)
‖∇u‖2 + 1

2ω
‖τ‖2

� κε(t)

(
Re‖u‖2 + We

2ω
‖τ‖2

)
,

u(0)= 0 et τ (0)= 0,

(9)

où 0< ε < (1−ω)/We (3+2ω)
2ω ,

κε(t)= C

(
‖u2‖3 + 1

ε

(‖τ1‖2
2 + ‖u1 + u2‖2

3‖τ1‖2
2 + ‖u2‖2‖u2‖3

)
+ω

(‖u1‖2‖u1 + u2‖2‖u1‖3‖u1 + u2‖3 + ‖u2‖2
2‖u2‖2

3

))
, (10)

u= u1 − u2, τ = τ1 − τ2 et κε ∈ L1(0, T ∗), ce qui est suffisant pour conclure queu= τ = 0.

2.2. Existence globale : Théorème 2

Un point crucial pour établir le résultat d’existence globale est de découpler « linéairement » les Éqs1 et
(1)3. Pour cela nous suivons la démarche développée dans [5] dont le point clef consiste à obtenir une
différentielle sur‖ rotdivτ‖ afin de contrôler‖τ‖2.

Combinant l’approche développée dans [5], les hypothèses (H2)–(H3) et l’identité (5), on établit l’in
différentielle suivante (cf. [6]) :

Y ′ + γ Y + (
1/2− S(Y )− β1

)‖u‖2
3 � α

(
Y 2 + Y 3 + Y 6)+ β2, (11)

où S est un polynôme croissant vérifiantS(0)= 0, γ et α sont deux constantes positives dépendant de�, ω, N ,
M, Re , et We.t → Y (t) est une fonction absolument continue définie par

Y (t)= Re‖u′‖2 + We

2ω
‖τ ′‖2 + (1−ω)2

4ω2R2
e

We
(‖P divτ‖2 + ‖ rotdivτ‖2)+ ε1 We‖τ‖2

2 + ε2Re‖∇u‖2, (12)

β1 = C‖f ‖(1+ ‖f ‖2), β2 = C
(‖f ′‖2−1 + (1+ ε1)‖f ‖2

1 + ‖f ‖4
1 + ε2‖f ‖2), (13)

et ε1> 0 etε2 > 0 sont des constantes dépendant de�, ω, M, Re, et We.
Signalons que l’inégalité (11) est établie sans aucune restriction sur le paramètre de retardω.

On déduit de (11) qu’il existe une constantem0 > 0 satisfaisantS(m0)� 1/4, telle que siY (0)�m<m0,β1 < 1/4
et β2 � γm/2, alorsY (t) � m tant que(u(t), τ (t)) reste dans la classe de régularité donnée par le théo
d’existence locale.

Maintenant, il est important de noter que pour une force fixéef satisfaisant les hypothèses du Théorème 0.
temps d’existence localeT donné par le Théorème 0.1 ne dépend que de‖Au0‖ et‖τ0‖H2. Combinant l’estimation

‖Au‖2 � C
(‖u′‖2 + ‖u‖6

1 + ‖P div τ‖2 + ‖f ‖2) (14)

et la définition deY (t), on en déduit que‖Au‖ et ‖τ‖2 sont uniformement bornés sur l’intervalle d’existence
(u,p, τ ). Ceci permet d’étendre la solution pour tous les temps positifs.
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3. Solutions périodiques et stationnaires

Dans ce paragraphe, sous les hypothèses (H1)–(H3), nous énonçons des résultats d’existence de
périodiques et stationnaires qui sont des conséquences directes du Théorème 0.2 et du théorème de stabil

Théorème 3.1. Soit ω ∈ ]0,1[. Supposons queui0 ∈ H
2(�), τ i0 ∈ H

2(�), i = 1,2, f ∈ L∞(R+;H
1), f ′ ∈

L∞(R+;H−1) sont suffisamment petits. Alors les solutions correspondantes(u1,p1, τ1) et (u2,p2, τ2) de (4),
(3) satisfont∥∥u1(t)− u2(t)

∥∥2 + ∥∥τ1(t)− τ2(t)
∥∥2 � C

(∥∥u1
0 − u2

0

∥∥2 + ∥∥τ1
0 − τ2

0

∥∥2)exp(−εt), (15)

pour toutt � 0 et un certainε > 0.

Le Théorème 3.1 permet d’établir les résultats suivants (voir Serrin [7] or Valli [8])

Théorème 3.2.Soitω ∈ ]0,1[, f ∈ L∞(R+;H
1(�)) et f ′ ∈ L∞(R+;H−1(�)). On suppose quef estT -perio-

dique et quef,f ′ sont suffisamment petites. Alors il existe une solution(u,p, τ ) T -periodique du problème(4),
(3) possédant la régularité annoncée dans le Théorème0.2.

De plus,(u,p, τ ) est asymptotiquement stable et unique dans la classe des solutionsT -periodiques petites.

Théorème 3.3.Soitω ∈ ]0,1[ etf ∈ H
1(�) suffisamment petite. Alors il existe une solution stationnaire(u,p, τ )

du problème(4), (3) dansH
3(�)∩ V ×H 2(�)× H

2(�). De plus,(u,p, τ ) est asymptotiquement stable dansL
2

et unique parmi les solutions stationnaires petites.
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