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Résumé

SoientV un anneau de valuation discrète complet d’inégales caractéristiques,P unV-schéma formel lisse,P sa fibre spéciale
X un sous-schéma fermé lisse deP , T un diviseur deP tel queTX = T ∩ X soit un diviseur deX etD†

P le complété faible du
faisceau des opérateurs différentiels surP. Nous prouvons que lesF -isocristaux unités surX \ TX surconvergents le long d
TX sont cohérents surD†

P,Q
. Pour citer cet article : D. Caro, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).

 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Differential coherence of unit-root F -isocrystals.Let V be a mixed characteristic complete discrete valuation ring,P a
smooth formal scheme overV, P its special fiber,X a smooth subscheme ofP , T a divisor inP such thatTX = T ∩ X is a
divisor inX andD

†
P the weak completion of the sheaf of differential operators onP. We prove that the unit-rootF -isocrystals

on X \ TX overconvergent alongTX are coherent overD†
P,Q

. To cite this article: D. Caro, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338
(2004).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Throughout this article, we will keep the following notation: formal schemes will be denoted by calligrap
Gothic letters and their special fiber by the corresponding roman letter.

Let V be a complete discrete valuation ring with perfect residue fieldk of characteristicp > 0 and field of
fractionsK of characteristic 0. Lets � 1 denote an integer andF thes-th power of the Frobenius endomorphis

Let P be a smooth formal scheme overV, X a smooth closed subscheme ofP andT a divisor inP such that
TX := T ∩ X is a divisor inX. We denote byY the open ofX complementary toTX and byj :Y ↪→ X the open
immersion. We will writeD

†
P(†T )Q for the ‘weak completion’ of the sheaf of differential operators onP with

overconvergent singularities alongT , and(†T ) for the extensionD†
P(†T )Q ⊗

D†
P,Q

−.

If f :P2 → P1 is a morphism ofV-smooth formal schemes andT1 a divisor inP1 such thatf −1(T1) is also a
divisor inP2, we will abuse notation and writef+ for the direct image off with overconvergent singularities alon
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T1 andf ! for the extraordinary inverse image off with overconvergent singularities alongT1. Also,fK will refer
to the associated morphism of rigid analytic spaces. Ifj is an open immersionY1 ↪→ X1 of separated schemes
finite type overk, j† will be the functor ‘sections with overconvergent singularities alongX1 \ Y1’ [3, 2.1.1].

D-modules associated to overconvergent isocrystals

Theorem 0.1.We have a fully faithful functor, denoted bysp+, from the category of isocrystals onY overconvergen

alongTX to the category of coherentD
†
P(†T )Q-modules with support inX.

Proof. First, suppose that the closed immersionX ↪→ P lifts to a closed immersion of smooth formalV-schemes
u :X → P. If E is an isocrystal onY overconvergent alongTX, then, denoting by sp :XK → X the morphism of
specialization,u+sp∗(E) is a coherentD†

P(†T )Q-module with support inX. Since Berthelot has proved [2, 4.4.
that sp∗ induces an equivalence of categories, it follows from the analogue of Kashiwara’s theorem [4, 5.3
this functor is fully faithful.

In general, by gluing locally onX, we can reduce to this first case.✷
We check the following propositions by gluing.

Proposition 0.2.LetG be a convergent isocrystal onX. We have an isomorphism: (†T )(sp+(G))→̃sp+(j†G).

Proposition 0.3. Let E be an isocrystal onY overconvergent alongTX , E∨ its dual andDP,T the functor
D

†
P(†T )Q-linear dual[11, I.3.2]. We have an isomorphismsp+(E∨)→̃DP,T ◦ sp+(E).

Proposition 0.4. Let g :P′ → P be a morphism of smooth formalV-schemes such thatg−1(T ) is a divisor
in P ′, f :X′ → X a morphism of smoothk-schemes such thatf −1(TX) is a divisor in X′, and dX′/X the
relative dimension ofX′ over X. Furthermore, we suppose that there exist two closed immersionsi :X ↪→ P

andi ′ :X′ ↪→ P′ such thatg ◦ i ′ = i ◦ f .
If E is an isocrystal onY overconvergent alongTX andf ∗(E) the inverse image ofE by f [3, 2.3.2.2], then

sp+(f ∗(E))[dX′/X] is canonically isomorphic toR�
†
X′ ◦ g!(sp+(E)).

The coherence theorem

Proposition 0.5.LetG be a convergent isocrystal onX. The sheafsp+(j†G) is coherent asD†
P,Q

-module.

Proof. Since the assertion is local onP, we may assume thatP is affine, integral andX = P . We writeX for P.
(i) First, suppose thatT is smooth overk. Then, we can choose a liftingT ↪→ X of smoothV-formal schemes

of the closed immersionT ↪→ X. Thanks to the localization triangle forG = sp+(G),

i+ ◦ i !(G) → G → (†T )(G) → i+ ◦ i !(G)[1],
the sheaf(†T )(sp+(G))→̃sp+(j†G) is coherent asD†

X,Q
-module.

(ii) Furthermore, thanks to the Mayer–Vietoris’s spectral sequence, whenT is a divisor with normal crossing
the proposition follows from the previous case.

(iii) Now, let T be any divisor. De Jong’s theorem on alterations of algebraic varieties [7, 3.1] says tha
exists a projective, surjective and generically étale morphismf :X′ → X such thatX′ is smooth andf −1(T ) is
a divisor with normal crossings inX′. We choose a closed embeddingX′ ↪→ P ′ = P

r
X. We call P′ the formal

projective space of relative dimensionr overX andg :P′ → X the projection. Also, we writeE = sp+(j†G).
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First, case (ii) and 0.4 imply that the complexR�
†
X′g!(E) is coherent overD†

P′,Q and also that we have a

isomorphismR�
†
X′g!(E)→̃DP′,T ′′R�

†
X′g!

DX,T (E). Next, by adjonction ([12, 5.5] or [5, 1.2.6]), we obtain t
morphisms

E
τ ′→ g+ ◦ R�

†
X′g!(E)

τ→ E.

As g is proper, the complexg+R�
†
X′g!(E) is coherent overD†

X,Q
. So, we end the proof by checking thatτ ◦ τ ′

is an isomorphism. This can be done on the open subset on whichX′ is finite and étale overX, whereτ ◦ τ ′ is
multiplication by the generic rank ofX′ overX, which finishes the proof. ✷
Theorem 0.6.Let E be a unit-rootF -isocrystal onY overconvergent alongTX . TheD

†
P,Q

-modulesp+(E) is
coherent.

Proof. Tsuzuki’s theorem on ‘generically’ finite monodromy [10, 1.3.1] says that there exist a smooth s
X′ and a proper, surjective and generically étale morphismf :X′ → X, such that denoting byY ′ = f −1(Y ), by
T ′ = X′ \ Y ′ its complement inX′ and byj ′ :Y ′ ↪→ X′ the open immersion, there exists a (unique) conver
F -isocrystalG′ on X′ with f ∗(E)→̃(j ′)†(G′) asF -isocrystals onY ′ overconvergent alongT ′. We remark that
Chow’s lemma [9, 5.7.14] and de Jong’s theorem on alterations of algebraic varieties allow us to supposef is
projective andT ′ is a divisor inX′. Finally, we conclude the proof with the same technique as in 0.5(iii).✷

1. Introduction

Tout au long de cet article, nous garderons les notations suivantes : les schémas formels seront noté
lettres calligraphiques ou gothiques et leur fibre spéciale par les lettres romanes correspondantes.

Soit V un anneau de valuation discrète complet de corps résiduel parfaitk de caractéristiquep > 0 et de corps
de fractionsK de caractéristique 0. Soients � 1 un entier naturel etF la puissances-ième de l’endomorphism
de Frobenius.

On se donneP un V-schéma formel lisse,X un sous-schéma fermék-lisse deP et T un diviseur deP tel que
TX := T ∩ X soit un diviseur deX. On noteY l’ouvert deX complémentaire deTX et j :Y ↪→ X l’immersion
ouverte. On noteraD†

P(†T )Q le « complété faible » du faisceau des opérateurs différentiels surP à coefficients

surconvergents le long deT et (†T ) désignera l’extensionD†
P(†T )Q ⊗

D†
P,Q

−.

Soit (Pα)α un recouvrement d’ouverts deP tel que, en notantXα := Pα ∩X, l’immersion ferméeXα ↪→ Pα se
relève en une immersion ferméeuα :Xα ↪→ Pα deV-schémas formels lisses.

Pour tout couple (α, β), notons alorspα,β

1 (resp.pα,β

2 ) le morphisme de projectionXα ×P Xβ → Xα (resp.
Xα ×P Xβ → Xβ ). De plus, on noteraYα l’ouvert deXα complémentaire deT , jα :Yα ↪→ Xα et jα,β :Yα ∩ Yβ ↪→
Xα ∩ Xβ les immersions ouvertes canoniques.

De même, pour tout triplet (α, β , γ ), on notepαβγ

12 (resp.pαβγ

23 etpαβγ

13 ) le morphisme canonique de projecti
Xα ×P Xβ ×P Xγ → Xα ×P Xβ (resp.Xα ×P Xβ ×P Xγ → Xβ ×P Xγ etXα ×P Xβ ×P Xγ → Xα ×P Xγ ).

Si f :P2 → P1 est un morphisme deV-schémas formels lisses etT1 un diviseur deP1 tel quef −1(T1) est
un diviseur deP2, on notera abusivementf+ l’image directe def à singularités surconvergentes le long deT1 et
f ! l’image inverse extraordinaire def à singularités surconvergentes le long deT1. De plus,fK :P2K → P1K

désignera le morphisme d’espaces analytiques rigides associé àf et f !
K l’image inverse extraordinaire defK à

singularités surconvergentes le long deT1 (voir [6, 7.3.2]). Enfin, sij :Y1 ↪→ X1 est une immersion ouverte d
k-schémas séparés et de type fini, alorsj† signifiera le foncteur «faisceau des germes de sections surconverge
le long deX1 \ Y1 » [3, 2.1.1].
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2. D-modules associés aux isocristaux surconvergents

On utilisera dans la Section 2 la technique de descente de Berthelot [1]. Cette méthode nous amèn
définir par recollement lesD-modules arithmétiques associés aux isocristaux surconvergents sur un schém
une compactification lisse.

Définition 2.1. Pour toutα, donnons-nousEα , un D
†
Xα

(†T ∩ Xα)Q-module cohérent. On appelledonnée de

recollementsur (Eα), la donnée pour tousα, β , d’un isomorphismeD†
Xα×PXβ

(†T ∩ Xα ∩ Xβ)Q-linéaire

θαβ :pαβ!
2 (Eβ)→̃p

αβ!
1 (Eα),

ces isomorphismes vérifiant la condition de cocycle :p
αβγ !
13 (θαγ ) = p

αβγ !
12 (θαβ) ◦ p

αβγ !
23 (θβγ ).

Proposition 2.2. La donnée d’unD†
P(†T )Q-module cohérentE à support dansX est équivalente à la donné

pour toutα, d’unD
†
Xα

(†T ∩Xα)Q-module cohérentEα , la famille(Eα) étant munie d’une donnée de recolleme

Démonstration. Pour toutα, on associe à unD†
P,Q

-module cohérentE à support dansX, Eα := u!
α(E). On vérifie

immédiatement que l’on dispose, pour tousα, β , d’isomorphismespαβ!
2 (Eβ)→̃p

αβ!
1 (Eα) vérifiant la condition de

cocycle.
Réciproquement, soient, pour toutα, un D

†
Xα

(†T ∩ Xα)Q-module cohérentEα tels que la famille (Eα) soit
munie d’une donnée de recollement.

On noteuαβ :Xα ×P Xβ ↪→ Pαβ , le morphismeuα × uβ . On construit pour tousα, β un isomorphismeταβ

comme étant l’unique morphisme rendant commutatif le diagramme suivant

uαβ+ ◦ p
αβ!
1 (Eα) (uα+(Eα))|Pαβ

uαβ,+ ◦ p
αβ!
2 (Eβ)

uαβ+(θαβ)

(uβ+(Eβ))|Pαβ
,

ταβ

les flèches horizontales étant les isomorphismes canoniques de commutation de l’image directe d’un m
propre par l’image inverse d’un morphisme lisse. On vérifie alors que les isomorphismesταβ vérifient la condition
de recollement. ✷
Définition 2.3. Pour toutα, donnons-nousEα , un j†

αDXα,K
-module cohérent. On appelledonnée de recollemen

sur (Eα), la donnée pour tousα, β , d’un isomorphismej†
α,βDXα,K×PK

Xβ,K
-linéaire

θαβ :pαβ!
2,K(Eβ)→̃p

αβ!
1,K(Eα),

ces isomorphismes vérifiant la condition de cocycle :p
αβγ !
13,K(θαγ ) = p

αβγ !
12,K(θαβ) ◦ p

αβγ !
23,K(θβγ ).

Proposition 2.4. La donnée d’unj†OPK
-module cohérentE muni d’une connexion surconvergente le long deT

est équivalente à la donnée, pour toutα, d’unj†
αOXα,K

-module cohérentEα muni d’une connexion surconvergen
le long deT ∩ Xα , la famille (Eα) étant munie d’une donnée de recollement.

Démonstration. Cela résulte aussitôt de [3, 2.3.2.(iii)].✷
Théorème 2.5.On dispose d’un foncteur canonique pleinement fidèle, notésp+, de la catégorie des isocristau

surY surconvergents le long deTX dans celle desD†
P(†T )Q-modules cohérents à support dansX.
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Démonstration. Grâce à 2.2 et à 2.4, on se ramène au cas oùX ↪→ P se relève en une immersion fermée
V-schémas formels affines et lisses. Grâce à l’analogue du théorème de Kashiwara établi par Berthelot [
on se ramène au cas oùX = P qui a été traité par Berthelot [2, 4.4.5].✷
Proposition 2.6. SoitG un isocristal convergent surX. On a un isomorphisme: (†T )(sp+(G))→̃sp+(j†G).

Démonstration. On se ramène par recollement au cas oùX = P , ce qui est immédiat. ✷
Proposition 2.7. Désignons parE un isocristal surY surconvergent le long deTX, E∨ son dual etDP,T le
foncteur dualD†

P(†T )Q-linéaire [11, I.3.2]. On a un isomorphisme canoniquesp+(E∨)→̃DP,T ◦ sp+(E).

Démonstration. On se ramène par recollement au cas oùX = P qui a été étudié dans [6, 5.3.14].✷
Proposition 2.8. Soientg :P′ → P un morphisme deV-schémas formels lisses tel queg−1(T ) soit un diviseur
deP ′, f :X′ → X un morphisme dek-schémas lisses tel quef −1(TX) soit un diviseur deX′, etdX′/X la dimension
relative deX′ sur X. De plus, on suppose données deux immersions ferméesi :X ↪→ P, i ′ :X′ ↪→ P′ telles que
g ◦ i ′ = i ◦ f .

Si E est un isocristal surY surconvergent le long deTX et f ∗(E) son image inverse parf (au sens de[3,
2.3.2.2]), alorssp+(f ∗(E))[dX′/X] est canoniquement isomorphe àR�

†
X′ ◦ g!(sp+(E)).

Démonstration. On se ramène par recollement au cas oùX = P etX′ = P ′ qui est examiné dans [8, 1.5.3].✷

3. Le théorème de cohérence

Proposition 3.1. SoitG un isocristal convergent surX. Le faisceausp+(j†G) estD†
P,Q

-cohérent.

Démonstration. La proposition est locale enP. On peut donc supposer queP est affine et intègre et queX = P .
On poseX := P.

(i) Supposons dans un premier temps queT soit lisse. CommeT est affine et lisse, il existe un relèveme
deV-schémas formels affines et lissesi :T ↪→ X de l’immersion ferméeT ↪→ X. Or, en notantG = sp+(G), on
dispose du triangle de localisation

i+ ◦ i !(G) → G → (†T )(G) → i+ ◦ i !(G)[1].
Commei !(G) estD†

T,Q
-cohérent (et mêmeOT,Q-cohérent), le faisceaui+ ◦ i !(G) estD†

X,Q
-cohérent. Il en es

donc de même de(†T )(sp+(G))→̃sp+(j†G) (2.6).
(ii) Supposons à présent queT soit un diviseur à croisements normaux stricts. Grâce à la suite spectr

Mayer–Vietoris, le deuxième cas résulte aussitôt du premier.
(iii) Enfin, passons au cas général. Grâce au théorème de de Jong sur les altérations de variétés algébri

existe unk-schéma lisseX′ et un morphismef :X′ → X projectif, surjectif et génériquement fini et étale, tels q
f −1(T ) soit un diviseur à croisements normaux stricts dansX′. On choisit une immersion ferméeX′ ↪→ P ′ := P

r
X

et on noteP′ l’espace projectif formel de dimensionr au-dessus deX, g :P′ → X la projection etT ′′ := g−1(T ).
NotonsE := sp+(j†G).

Lemma 3.1. Le complexeR�
†
X′g!(E) est à cohomologieD†

P′,Q-cohérente. De plus, on dispose d’un isomorphis

canonique: R�
†
X′g!(E)→̃DP′,T ′′R�

†
X′g!

DX,T (E).
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Démonstration. Grâce à 2.8, on a sp+(j ′†f ∗(G))→̃R�
†
X′ ◦ g!(E). On déduit du cas (ii) queR�

†
X′g!(E) est

D
†
P′,Q-cohérent. Enfin, grâce aux Propositions 2.7 et 2.8, l’isomorphisme canonique(f ∗(E∨))∨→̃f ∗(E) nous

permet d’obtenir l’isomorphisme du lemme.✷
Concluons à présent la preuve de la Proposition 3.1. Commeg est propre, on dispose du morphisme d’adjonc

g+ ◦R�
†
X′g!(E)

τ→ E. En dualisant, on obtient de même un morphisme :E
τ ′→ g+ ◦DP′,T ′′R�

†
X′g!

DX,T (E). Grâce

au Lemme 3.1, on en déduit la suite de morphismes :E
τ ′→ g+ ◦ R�

†
X′g!(E)

τ→ E.

Commeg est propre et grâce au Lemme 3.1,g+ ◦ R�
†
X′g!(E) est à cohomologieD†

X,Q-cohérente. Il reste

ainsi à prouver queτ ◦ τ ′ est un isomorphisme. En se rappelant queE = sp+(j†G), on remarque queτ ◦ τ ′ est
un isomorphisme si et seulement si il l’est sur un ouvert dense. Commef est génériquement fini et étale, sur
ouvert denseτ ◦ τ ′ n’est autre que la multiplication par le degré générique, ce qui termine la preuve.✷
Théorème 3.2.Soit E un F -isocristal unité surY surconvergent le long deTX . Le faisceausp+(E) estD†

P,Q
-

cohérent.

Démonstration. D’après le théorème de monodromie génériquement finie de Tsuzuki [10, 1.3.1], il exi
k-schéma lisseX′ et un morphismef :X′ → X propre, surjectif et génériquement fini et étale, tels que s
poseY ′ = f −1(Y ), T ′ = X′ \ Y ′ et j ′ l’immersion ouverteY ′ ↪→ X′, alors il existeG′, un (unique)F -isocristal
convergent surX′ vérifiant l’isomorphisme deF -isocristaux surY ′ surconvergents le long deT ′ :f ∗(E)→̃(j ′)†G′.
On remarque que le lemme de Chow précis [9, 5.7.14] et le théorème de désingularisation de de Jong
permettent de supposer que le morphismef est projectif et queT ′ est un diviseur deX′.

En calquant la partie (iii) de la démonstration de la Proposition 3.1, on conclut alors la démonstration.✷
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