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Résumé

Nous considérons une équation différentielle dépendant d’un petit parametre et comportant un coefficient aléatoire a mémoire
longue. Nous établissons que la solution de I'équation différentielle considérée converge en loi vers la solution d’'une équation
différentielle stochastique dirigée par un mouvement brownien fractionnaire. L'indice de ce mouvement brownien fractionnaire
dépend du comportement asymptotique de la fonction de covariance du coefficient aléatoire. La démonstration de la convergenc
utilise la théorie des «rough paths » de T. LydPaur citer cet article: R. Marty, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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Abstract

Limit theorem for a differential equation with a long-range random coefficient. We consider an ordinary differential
equation depending on a small parameter and with a long-range random coefficient. We establish that the solution of this
ordinary differential equation converges to the solution of a stochastic differential equation driven by a fractional Brownian
motion. The index of the fractional Brownian motion depends on the asymptotic behavior of the covariance function of the
random coefficient. The proof of the convergence uses the T. Lyons theory of “rough Jatbg&thisarticle: R. Marty, C. R.

Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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1. Introduction et résultat

On considére la famille de processu€ ), dansR¢ avecXx® défini par I'équation différentielle :

dxe
dr

ola est un réel dan, 1[, f etg sont des fonctions réguliéres fex R? dansR?, etm un processus aléatoire
stationnaire a mémoire longue. On s’intéresse dans cette Note au comportement asymptatfgoesdgies tend
vers 0.

Un mouvement brownien fractionnaivéy d’indice de HurstH < ]1/2, 1] est défini comme étant un processus
gaussien centré de covariar€gvy (1) Wy (s)] = 3{[t12H + |s|?# — |t — 5|7}, 0<s <t < 1. Un mouvement

(t):g(t,Xs(t))—i—gia (é)f(t,Xg(t)), t €0, 1], X(t=0)=xpeRY, (1)
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brownien fractionnairéVy d’indice H admet une modification continue que I'on note enddg. Celle-ci a des
trajectoires g-variation finie pour toup tel que ¥H < p < 2.

Dans [2,3], il est démontré I'existence d'une fonctionnelle géométrique «rough» d'ordre 1 au dessus du
mouvement brownien fractionnaire. Ainsi, en utilisant le Théoréme 4.1.1, p. 298 de [5], un sens est donné a la
solution de I'équation différentielle stochastique

dX () =g(r, X)) dt + f (¢, X (1)) o dWx (1), t€]0,1], X(t=0)=xgeR?, (2)

ou f etg sontdes fonctions réguliéres. Il estimportant de préciser que cette construction d’équations différentielles
stochastiques généralise les équations différentielles stochastiques de Stratonovich. Pour plus de détails on pour
se référer a [5,6,4,2,3].

Nous sommes en mesure d’énoncer le résultat principal de cette Note.

Théoréme 1.1Soientf, g:R x RY — R? réguliéresx € 10, 1[, etm un processus gaussien, centré, continu par
morceaux, stationnaire, admettant des moments d'd2deg de fonction de covarianeér) = E[m(0)m(t)]. Soit
X?¢ |la solution de
dxe
dr

(t)=g(t,Xs(t))+8iam<§>f(t,xg(t)), t €[0, 1], X8(t=0)=xpe RY. (3)

Sir(t) ~ ¢/t* quandr — oo avece > 0, alors, quand: tend verdd, X¢ converge en loi dan&([0, 1], R?) vers la
solutionX de

dX (1) =g(r, X)) dt +cof (1, X (1)) o dWg (1), 1€][0,1], X(t=0) =xpeR?,

ou Wy est un mouvement brownien fractionnaire d’'indide= (2 — «) /2 et cg =H12H -1 1.

Un exemple de processus vérifiant les hypothéses du Théoréme 1.1 est le bruit blanc fractionnairef’'indice
(1/2 < H < 1) que I'on notem gy et qui est défini pam g (¢) := Wy (¢t + 1) — Wy (¢) pour toutr € R ou Wy est
un mouvement brownien fractionnaire d’indiée 1l est montré dans [7], p. 335, que la fonction de covariance de
mpy est équivalente &/r2~2" quandr — oo ol ¢ est une constante strictement positivéfsi- 1/2.

Lors de la preuve du Théoréme 1.1, I'hypothésérx~ ¢/t* quandt — oo avecc > 0 » peut étre remplacée
par I'hypothése

i 2
1
E[(—/m(%) d9) ]/’H‘l(ZH— 1)~tclr —s|>™* quands — O avecc > 0, Vs,t € R (4)
o e
N

&

qui se vérifie plus facilement sur certains exemples. C’est le cas pour le processus d'Orstein—Uhlenbeck stationnair
fractionnaire d'indiceH (1/2 < H < 1) que l'on notevy et qui est défini comme étant la solution de

v () =Wg(t) — ]é vy (0)do — ffoo & Wy (0) d9, ol Wy est un mouvement brownien fractionnaire d’indige

Le processusy s'exprime sous la forme explicitey (t) = Wy (z) — €' fioo Wy (0)do. En utilisant la

représentation harmonisable du mouvement brownien fractionnaire on montrg géeifie I'hypothése (4).
2. Démonstration du Théoréeme 1.1

On pose

t 1/82

we (1) :=ia/m<%> dé):eZH/m(@)d@,
& &

0 0
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et on notelw, la fonctionnelle géométrique d’ordre 1 dg, c’est a direw (s, 1) := w(t) — we(s). Pourp €11, 2[,
on introduit la distance gldéfinie pour deux fonctions continues de variation finiet v par

1/p
dp(u, v) = (sgpﬂu(n) —u(y-1) — (v(t) — v(t-1)) |”)
1

ou sup, est pris sur les subdivisions finigg}; de[0, 1]. Par le Théoreme 4.1.1, p. 298 de [5] il suffit de montrer que
w, converge en loi pour le distancg duande tend vers 0 vers la fonctionnelle géométrique «rough» d'ordre 1
d’un mouvement brownien fractionnaif®y d’indice H. C’est ce que nous allons montrer dans cette section.
En fait, la tension pour la distance davec unp € 11/H, 2[, suffit. En effet, la stationnarité de ainsi que la
renormalisation font que, si limite il y a, la limite a pour covariance celle du mouvement brownien fractionnaire
d’'indice H a une constante prés. C’est ce que nous précisons dans le lemme suivant.

Lemme 2.1.Sous les hypothéses du Théorénie qu qvande tend vers), les lois f|n| dlmensmnnelles d@;)e=0
convergent vers les lois fini-dimensionnelles@®y ou c0 =H12H - 1)1 et Wr est la fonctionnelle
géomeétrique d’'un mouvement brownien fractionnaire d’ moﬁbe

Démonstration. Commem est supposé gaussien centré, il suffit de montrer que

2 2

t/e s/e 2
C
lim E )] = lim 4H/d9/d 0 —o)=202H 4 2H _ 4 _ g2H Y
lim B[ (s)e ()] = lim ¢ 0@ — o) = D{i2H 42— s 2
0 0

Le reste de la preuve est une adaptation au cas continu de la démonstration du Théoréme 7.2.11, p. 337 d
G. Samorodnitsky et M.S. Taqqu [7].0

Nous établissons un lemme qui nous sera utile pour la tensi¢i ge. o.
Lemme 2.2. Il existe une constant€ telle queE[(w, (f) — we (s))?] < C|r — s|?" pout toutr ets dans[0, 1].
Démonstration. Sion poseaw(t) := fé m(0) dé il suffit alors de montreE[(w(z) — w(s))2] < C|t —s|?H . Comme

r(t) ~ ¢/t quand:r — oo et quem admet des moments d’ordre 2, alors il existe une constahte0 telle que
r(t) < C’/t* pour toutr € [0, oo[. On a donc pous < ¢ :

2H 2 c’ 2H
[(w(t)—w(s)) /d@/dor(@—o) /d@/do |6 — = H@H - 1)(t—s) ,

N

ce qui permet de conclure.0
Par le critére de tension classique de Kolmogorov [1], on obtient le corollaire suivant :
Corollaire 2.3. La famille (w.).-0 est tendue dans I'espace des fonctions continuefsi.

Pourtout» e Nettoutk =0,1,...,2", on pose; :=k/2". Le Lemme 2.2 admet un autre corollaire utile pour
la suite :

Corollaire 2.4. Pour touty > Oetp € ]1/H, 2[, il existe une constant€ > 0 telle que pour tout > 0 :

+o00 2"
Don” Y Ef|we(rg) —we ()| ] < C.
n=1 k=1
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On rappelle deux lemmes techniques, le premier démontré dans [4], le second dans [3] :

Lemme 2.5. Soientg € 11, 2[ et (X;).~0 une famille de fonctionnelle géométrique gdzariation finie, telle que
((%¢ (0, 1))re0,17)e >0 €St tendue dans I'espace des fonctions continues muni de la norme uniforme et que

1/q
lim supP| (s e (t—1, )7 Al|l=0, 5
A_I)Jro%gg [( gp;hs(l 1,1)| ) > } 5)

ou sup, porte sur les subdivision finigg}; de[0, 1]. Alors (X;).~0 est tendue dans I'espace des fonctionnelles
géomeétriques d’ordré pour la distanced, pour toutp > g.

Lemme 2.6. Soientg € 11, 2[ et x une fonctionnelle géométrique d’ordiede ¢-variation finie. Alors il existe
deux constanteg, A positives indépendantes deelle que

+00 2"
E[sup2|i(n_1, t1)|q:| <A ZnV Z]E[|i(t,:‘_l, )]
D n=1 k=1
Nous sommes maintenant en mesure d’'établir la tensigvge-o.

Lemme 2.7.La famille de fonctionnelles géomeétriqués;).-o est tendue pour la distance, pour tout
pell/H, 2.

Démonstration. D'aprés le Lemme 2.5 et le Corollaire 2.3, il suffit de montrer (5). Pour ce faire, on applique
successivement I'inégalité de Markov, le Lemme 2.6, et le Corollaire 24.

3. Perspectives

Il serait intéressant d’obtenir le méme résultat en n’imposant plus au coefficient aléatbéte gaussien, mais
en supposant gu'iladmet une représentation harmonisable et que sa primitive converge, correctement renormalisé
Vers un processus gaussien ayant la bonne covariance.
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