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Résumé
On étudie le comportement asymptotique d’une structure dépendant de deux petits parametres. Les problémes limites fon

intervenir le rapport de ces deux parametRegir citer cet article: G. Griso, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Asymptotic behavior of a crane. We study the asymptotic behaviour of a structure depending of two small parameters. The
ratio of these two parameters plays a part in the limit probl@msite thisarticle: G. Griso, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338
(2004).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

A crane is a structure made of four big rods of lengttand 4v smaller rods of lengtlk = L/N regularly
positionned. The cross section of each rod is a square of&ize

We find in [2] a first study of the passings to the limittends to 0,6 being fixed, thers tends to 0. The
displacement of the crane at the end of each of these convergences is of Bernoulli-Navier type. In [3] we begin
with makings tend to O¢ being fixed, them tends to 0. At the end of these two passings to the limit we can realize
that the four big crane rods are independent, the bending displacements are the solutions of differential equation
of second order. For the same right-hand side of the elasticity problem the results we obtain in these two studies
are different both in quality and in quantity.

In Section 3 we use the result demonstrated in [6]: any displaceinaithe crane is the sum of an elementary
displacement of a rods structutg and of a local residual displacement estimated by The displacement/,
is linear in each cross section of the rods and coincides with a displacement rigid in the neighbourhood of the
junctions. The first componebt of U, gives the displacement of the crane framework. In Theorem 3.1, we show
thatZ{ is the sum of a Bernoulli-Navier displacement, of two complementary bending displacethentnd
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Uy 2, and of a correcting extensional displacement S and of a local displacemeﬁt All the elements occuring
in this decomposition of/ are estimated according to the stress energy normanid the parametetsandsé.
These estimates make it clear that jB is small the displacemedf is “near” a Bernoulli-Navier displacement
and ife/8 is big the long rods of the framework dissociate themselves from one another.

Our study will be about the transitional case;§) — (0, 0) ande/é§ tends to a finite limitc not equal to zero.

We use the methods of the unfolding; both in the homogenization part (see [1]) and the elasticity part of the problem
(see [5,6] and [4]).

In Section 5, we consider a sequence of displaceméritshe stress energy of which is of ordes)? and we
obtain (3) the limits of the unfolde®; o 7; (u*®) of the sequence®? in terms of the limits of the displacements
introduced in Theorem 3.1. The theorems of [1] and of [5] could allow us to state explicitly the limits of the
unfolded of the strain tensor components.

The problem of elasticity (4) is posed in Section 6, with its right-hand side (5). Hence we can determine the
local displacements and explicit (6) the limits of the stress tensor components. Theoreme 7.1 gives the variationa
problems depending om, verified by the Bernoulli-Navier displacement, by the complementary bendings, the
extensional corrector and the torsion angle of the crane.

In this Note we use the Einstein convention of summation over repeated indices. As a rule, the Greek indices
«a andg take values i1, 2}, the Latin indices andj take values if—1, 1} and the Latin indices, k, [ andm
take valuesif1, 2, 3}.

1. Introduction

On considére une structure formée de quatre grandes barres de lofigatde 4V barres plus petites de
longueurs = L/N, régulierement espacées. La section droite de chaque barre est un carrédeladfrobleme
de I'élasticité est posé dans ce domaine. Le comportement asymptotique de sa solution(!ogue(0, 0), le
rapports /8 tendant vers une limite finie non nulle, est obtenu par la méthode des éclatements.

2. Notations

Le squeletteS® de la grue est formé par quatre segments de droite de longuetutN segments de longuesr
La cellule de base du squelette est 'ensenibties arétes du culje-1/2, 1/2]2 x [0, 1], non situées dans le plan
x3=0. La cellule de base de la structufg est I’ensembIng formé de barres de section droite un carré de 86té
et d’axe une aréte dg St = Ug_ls(pgg +7), 8§ =UNge(pés+ Ys).

Les segments de directiep de S¢ (resp. deY) sont note§*‘ (resp. Ylj) Les segments latéraux de directiyn
de S° (resp. deY) sont notésS? , = e(pes+ Yiq) (resp. Y,,a) (pef{d,...,N}). On utilise les mémes notations
pour les barres d&§ (resp. deY;g).

Pour toute fonctionp appartenant &2(S?) (resp. LZ(SE)) on noteg;; la restriction dep a I'un des quatres
segment§8 (resp. a l'une des quatres barr&oﬁ ) et @i qp la restriction deg a un segment latéraff; ap du
squelette (resp a une petite barre Iatelﬁlga ). II en va de méme pour les fonctions définies sur Ies cellules de
base.

La structureS; est fixée sur la parti€p ; de sa frontiere, contenue dans le plan=0.

L'ensemble des déplacements admissible§§iestH11—O (S¢,R%) = {u e HY(SE, R3) |u =0 sur I'ps).

L’espaceH}o(Ss) est 'ensemble des fonctions continues sur le squelette, nulles aux quatre poiris=de
5S¢ N {x3 =0}, et dont la dérivée au sens des distributions appartiédt&?).
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Soit £2 un ouvert deR3 etu un déplacement d&1(s2, R3), on note

ouy dug 1(0ur Ou
o 9%, vk (u) = 2{ + }

5(u,9)=/7/k1(’4)7/k1(’4)v D(u, $2) = ax;  Oxk

2 2

3. Estimations des déplacements de Hj, (S5, R®)

On rappelle le résultat suivant démontré dans [3] :
Pour tout déplacement appartenant fH}O(S;), il existe un déplacement élémentaire de structure-poutres

U, € H}_O(SE, R3) tel que
llu — Ue||i2(8§’R3) <C@E8)%E(u,S5),  D(u—U,,S5)+E(Ue, S§) < CE(u, S5). (1)

Les constantes sont indépendantes des. Dans les barresg’l.j le déplacement/, s’écrit

e D'\ ST N B
e,l](x)— 11(x3)+ 1](353)/\|:<xl_ 2 8>€l+<x2_ 2 5)62:|, =5 —T-

Théoréme 3.1. Les composante®(, R) € (H}, (5°, R®))? de U, se décomposent de la fagon suivante :
dUp,z

Ur,1(x3) + Ug1(x3) — x27(x3) — @ (¥3)
U= Urp,2(x3) + Ug2(x3) + x17(x3) +U, R= dé/F.l(x:g) +R.
d d 3
Us(x3) — x1 gf; (x3) — x2 éﬁgz (x3) + x1x25(x3) 7(x3)

o Us, S, Uy, Uy ett appartiennent a/y,
e Ur1etUr2 appartiennent a/,
o U etR appartiennent &, (¢, R®). On a de plus les estimations
U313, + 21U r.aly, + ¥ ISIS, + 2SI 20 1, + 871U paliyy + 82117115,
8 1 ~12 2117712 21512 211512 Eu, 55)
+ 8_2 ”u”L2(S€,R3) +9 Hu||H1(S€,R3) +9 ||RHL2($€,R3) + (£d) ||RHH1(S€,R3) <C (85)2 >
ou
Vi={peH'O,L)|$(0) =0}, Vo={peH*0, L) $0)=¢'(0)=0}
Démonstration. On définitUs, Ur o €tS pour avoirLA{gyij = 0. Langle de torsionr de la structure est la moyenne

des restrictionsRz;;. Les déplacements complémentaires de flexign, sont les différences des moyennes de
Uy,ij etUF o. Les estimations sont les conséquenceglyle

4. Lesopérateursd’ éclatement

L'opérateur d’éclatemert; de L2(S%) (resp.L3(Sg)) dansL?(]0, L[ x Y) (resp.L3(]0, L[Ys)) est défini par
(voir [1])

Vo e L?(S°) (resp.L?(S5)) To(d)(x3,y) = ¢<8|:§i|23+ ey), y €Y (resp.Ys),
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ou [¢] est la partie entiere du réelle
L'opérateur d’éclatementf; de L2(Ys) dansL?(Y x w) est défini par (voir [5,6] et [4])
®ij (v + 8z1€1 + 8z2€2), z=(z1,22) € o, y €Y,

Vo € L2(Ys), T5(d)(y.2) = . ;
Giap(y +823-0€3_« +623€3), 7=1(23-—a,23) €W, YyE€Viq4,

ollw =1-1/2, 1/2[2 est la section droite de référence des barregde

5. Limite d’une suite de deplacements de Sy

On suppose que— 0, § — 0 ete/§ — k €]0, +o0].
Soitu®? une suite de déplacements appartenafaS;, R®) vérifiant€ (u®?, S5) < C(¢5)?. Le déplacement
u®% estla somme d’un déplacement élémentaire de structure—pmjtfseest d’un déplacement résiduel® — Us?

vérifiant les estimationgl). Les deux composantes ﬂé"s se décomposent comme il a été fait au Théoréme 3.1.
On extrait de toutes ces suites des sous-suites encore notées de la méme fagon telles que

o U —Us U,

RN .
eUp, =~ Uro  dans):faible, (2)

—~Urq, €285% 8, e87%° —~ 1 dansy; faible,

. gz(ﬁ“)éﬁ, §T,(R**) —~ R dansL?(10, L[, H(Y,R%)) faible.

On introduitZ2(]0, L[, leer(Y)) ={¢ € L2(00, L[, HX(Y)) | y — #(-, y) périodique de périodes}. Les fonctions
vectorielles/ et R appartiennent &2(10, L[, HL,(Y. R%)). L'estimation(1) de I'énergie de déformation de’

conduit en passant a la limite aux relations lignet R aux déplacements globaux. Ces relations donnent également
les premiéres conditions locales de jonction,

~

Al i ~ dUfq 24y3(1—y3) —1 dr >
: —1D*R3_q.ii ’ —1)%y3_4— =0, dansL“(]0, L[ x Y;;),
dys + (D" R3-q,ij + i3 3 +(=D%y3 adxg (] [ x 1])
dlig = - S.
g ne Rioa Neqy+ y3—a—e3=0, danst(]O, LI X Yq, R3).
Vo K

5.1. Limites des éclatés des déplacements

Grace aux estimationd) et aux convergence®), on a les convergences faibles suivantes daf$0, L[ x
Y X w):
T30 To(u5®) = Up 1+ k(Up1—y2r), €507 (u5’) = Up2+k(Uys2+ y10),

dUf 1 dUFf2
-2 + y1y2S.
dx3 dx3
On peut également donner les limites des éclatés des composantes du tenseur des déformations (voir [5,6] et [4])

3)
Ts 0 To (u§’) = Us — 1

6. Leproblemedel’8asticité
Soit, dansSg, le systeme de I'élasticité donné sous forme variationnel

u®® e Hf (S5, R3), /aththk(us’s)wm(v) =/F£’S ‘v Vve HE (S5, RY), (4)
St S5
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oU ankim = AMnidim + m(Snidem + Snmdirr). Les constantes et u sont les coefficients de Lamé du matériau. On

prend, pour simplifier, des forces appliquées de volume dont le support est contenu dans les gandes barres.
£,8 €é J £,0 €8 1 £,8

Fij=5 i —CD8 . By = e+ G By = e, ©)

ou f € L2(10, L[, R®) et fr € L?(0, L). La solution de(4) vérifie 'inégalité (u®?, S¢) < C(£8)2. La constante
est indépendante deet§.

7. Limitesdu tenseur des contraintes et problémeslimites
Par un choix convenable de déplacement-tests, on déteithieeR ; ce qui permet d’expliciter les limites
des éclatés des composantes du tenseur des contraintes. Dans les éclatés des barres dg direciitient les

limites faibles suivantes dad€ (10, L[ x Y;; x o) :

dUu
+2<2y3— Dzp—2
dx3

du duy,
Ts 0 72(033(ufj6)) - E[ dj 1 2(2ys— Da1—

—%{(Zlyz—zzyl)(EJr%K)d—);_(11y2+Z2y1)Eg”’ (6)
Ts o 7;;(013(14?]’-8)) - % |:§_ZX1 — 22i| 3—;, Ts 0 7;(023(“38)) 2 |:('?X2 + Zli| (:?_):3’
T 0 7o (oup (u5;)) = O,
ou
dUsi; dUs  dPUr1  dPUro ds
s = =4 -y dx§ — )2 dx% + )’1}’2d—x3,

ou x est la solution de

X € H'), /x=0, /ww /{Zz——m%}, Vi € HYw),

022

w

etouK =1/6—||Vy ||[2L2(w)]2 est une constante strictement positive. On peut également donner, dans les éclatés
des barres de directiay, les limites des composantes du tenseur des contraintes.

Théoreme 7.1. Le déplacement extensionnel moyéne V; est solution de

dU3 d¢

L

v .

s dxa /f3¢7 e
0

Le correcteur extensionnéle V) est solution de

L L .
dS dp 8 E+2uk o
E . I — S = -1 (i+j—2)/2 i, V. )
{ dedx3+K23E+4/LK/ ¢} /( ) f3.ij¢ e

Le déplacement de flexidir o, € Vo estsolutiondéae =1=s=i, e =2=s5 =)

1

d2Up d?® (— 1)<S D/2 do
i Vo )
4 dx3 dx3 1+K /fa /l 1_221 311 d s IR%
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Le déplacement complémentaire de flexion, € V1 est solution de

L L
E [dUs, d
- fo 9 KK/fa¢’ Vo € V1.
0

3 drz drxz 1+
0

La torsiont € V; est solution de

L L 1 , .

E+4ukK dr d¢ K (12 f 0 — (—UD2f

2E——— K — = : : .

{ 3E+ 4k }/dxngp, / fT+1+K,jZ:1 8 ¢
0 0 bI==

La fonction vectoriellef est la moyenne def; et E est le module de Young.

8. Conclusion

Si ¢ tend vers 0§ étant fixé, puis tend vers 0 ou si le rappaef§ tend vers 0, les problémes limites sont ceux
que I'on obtient en faisant tendrevers 0. Le déplacement global de la structure est de type Bernoulli-Navier.
Si § tend vers Q ¢ étant fixé, puis tend vers 0 ou si le rappogt/§ tend vers+oo, les problemes limites sont
ceux que I'on obtient en faisant tendrevers+oo. Les déplacements extensionnels des quatre grandes barres sont
indépendants.
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