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Résumé

Mityagin a montré que les polynémes de Tchebyshev forment une base de Schauder de I'espace des fonctions de class
C® sur l'intervalle[—1, 1]. Il en déduit un opérateur linéaire continu d’extension explicite. Ces résultats ont été étendus, par
Goncharov, a des compacts ne satisfaisant pas les inégalités de Markov. A contrario, Tidten a donné des exemples de compac
pour lesquels il n'y a pas d’opérateur linéaire continu d’extension. Dans cette Note, on généralise ces travaux a des classes ¢
fonctions ultradifférentiables construites sur le modele de l'intersection des classes de Gevrey non quasi-analytiques. On obtien
notamment un théoreme d’extension linéaire dans des classes de Beurling assez gpandiset cet article: P. Beaugendre,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Continuous linear extension operators in intersections of ultradifferentiable classesMityagin proved that the
Tchebyshev polynomials form a Schauder basis of the spac&ofunctions on the interval—1, 1]. Thus, he deduced an
explicit continuous linear extension operator. These results were extended, by Goncharov, to compact sets which do not satisf
the Markov’s inequalities. On the other hand, Tidten gave examples of compact sets for which there is no continuous linear
extension operator. In this Note, we generalize these works to ultradifferentiable classes of functions built on the model of
the intersection of non quasi-analytic Gevrey classes. We get, among other things, a Whitney linear extension theorem for
ultradifferentiable jets of Beurling typ@o citethisarticle: P. Beaugendre, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let ¢ be an increasing convex function & such that lim, @ = +4o00. Let I be an interval with non-

empty interior. Denote by (1) the class ofC*°-functionsf on I such that for every > 0,

P (x
SUDSUDM =flla < +oo.
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The setly (1) is a Fréchet space.

Theorem 0.1.(1) The Fréchet spacg; ([—1, 1]) has an absolute basis.

(2) Suppose thatim,_, ;. Z’l(rﬁ‘i = 400, then there exists a continuous linear extension operator from
I,([—1,1]) to I (R).

Consider the compact s&t = {0} U (Uk>1[ak, br]) where(ag)r>1 and(by)r>1 have the following properties.

e The sequence@y)i>1 and(bx — ax)r>1 monotonically decrease to 0.

e by <1andforeverk >1,a; — bry1 > 0.

e Thereexisto > 3 andM > 0 such that, for everk > 1, we have By, < Co(bx —ax), by —ax < 2Co(ar —br+1)
andby41 — axg1 = 27 M (b — ap)M.

Ajet f onK is a sequencef /) ;o of continuous real-valued functions @h For every(j, p) € N2, j < p,

and every(z, x) € K2, we note the Taylor remainder by
. _ Pl q )
R0 =fD) =y =0 ).
k=0

Denote byls (K) the class of jety satisfying the following condition:
for everya > 0,

1P ) IRL? f(x)]
supmaxy sup—————, sup  Sup - (= lIflla <+o0.
pelt Lxek PLEXPG@P) i j<p (rnex? ' EXHD(a(p + D)L —x[P+1-]
{#x

Theorem 0.2.Suppose thaltm,, . o, £ = 400, then the Fréchet spadg (K) has an absolute basis and there
exists a continuous linear extension operator friyK) to I, (R)

Suppose that liqL, 4o0 ke = +oo, then there exists a functiane 75 (R) with ¢ > 0 onR% andg =0

onR_. PutK, = {(x, y) € [0, 1]%, 0< y < g(x)}. Similarly as in the case of one variable we define the spaces
Iy(K) andl, (R?).

Theorem 0.3.There is no continuous linear extension operator fily (K ,) to I (R?).

1. Définitions et notations

Dans toute cette Note, on suppose guest une fonction convexe croissante Bur, nulle en 0 et vérifiant la
condition suivante

im 22— oo, (1)
On considere I'espace de Frécligt[—1, 1]) formeé des fonctiong appartenant &°°([—1, 1]) et telles que,
pour touta > 0, on ait

|f P (x)
sup sup ———— = || flla < +o0.
pEprE[—]E)l] plexp(@(ap)) Fla
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On définit 'espacdy, (R) de maniére analogue.

Par exemple, sp est la fonction définie pap(r) =t In(1 + ¢), on retrouve l'intersection des classes de Gevrey
non quasi-analytiques.

On désigne pamR[_1,1; I'application de restriction, ddy(R) dans Is([—1, 1]). Une application linéaire
continueU, de I, ([—1, 1]) dansis(R), verifiant R—11; o U = id est appelée un opérateur linéaire continu
d’extension. Ici id désigne I'application identite sign[—1, 1]).

Soitn un entier, on pose, pour tomte [—1, 1], 7,,(x) = cogn arccos) ; c'est le polyndme de Tchebyshev de
degrén pour l'intervalle[—1, 1].

Si f est une fonction continment dérivable $url, 1], pour toutx € [—1,1],0onaf(x) = ,T;’Ban(f)Tn(x),
avecao(f) = 5 7. f(cost)dr et, pour toutr € N*, a, (f) = 2 [ f(cost) cos(nt) dr.

On rappelle I'inégalité de Markov ([3], p. 131) :
si P est un polyndme de degré au physalors, pour tout entiep, on a :

sup [PP ()| < TP (@) sup [Pl
xe[—1,1] xe[—1,1]

2. Une base de I'espacés ([—1, 1])

Définition 2.1. Soit F un espace de Frechet muni d’une famille de semi-norihe$,).-o. Soient(x,),>o une
suite d’éléments d& et (x},),>0 une suite d’éléments du dual d& On dit que le systémgx,),>o0, (x,).>0} est
unebase de Schauder absolde I'espaceF lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées :

() {(xw)n>0, (x;)n>0} €St un systéme biorthogonal;
(i) pourtoutx € F,onax =}, ~qx,(xX)x,;
(i) pourtouta > 0, il existe deux réels > 0 etC > 0 tels que, pour tout € F, on ait ;gg |2/, O [xnlla <
Clixllp-

Théoréme 2.2.Le systeme{(T,),>0, (an)n>0} €st une base de Schauder absolue de I'espace de Fréchet
Is([—-1,1]).

Démonstration. En suivant les calculs de Mityagin [7], on montre que st I, ([—1, 1]), pour touta € R% , tout
n € N* ettoutr e N, ona

1
|an (D] < 517122720 + Dtexp(g (atr +2))).

Ensuite, avec l'inégalité de Markov, on établit que, pour &t R* , il existe une constants, telle pour tout
n € N* et pour toute fonctiory € I5([—1, 1]), on ait

1
|an(H)|II T llga < Ballflla—s- O

Remarque 1.Dans ce théoréeme, la condition (1) est la seule condition de croissance imposée a la thnction

3. Extension lineaire dely ([—1, 1]) dans I4(R)

Théoreme 3.1.0n suppose qué¢ veérifie la condition
jim 2@

u—+oo ulnu
Alors il existe un opérateur linéaire continu d’extension,Jgg—1, 11) dans/ (R).

= +o00. (2)
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Démonstration. En utilisant le Lemme 3.1.1 et la Proposition 4.2 de [1] on construit, pour tout entieme
fonctionu, de classe&*° surR, positive, a support darjs-1 — 1+ oo —L.1, égale a 1 suf—1, 1] et vérifiant
la condition suivante :

pour touta € R% , tout p € N ettoutx e R, on a

lus? (0)] < Ca(2C(L+n?)) plexp(gap)).,
ou C est une constante ne dépendant que de la fongtiet'C,, est une constante ne dépendant que de la fonction
¢ etdea.

On conclut en vérifiant que la sw(é”n)n>0 = (Thun)n>o Satisfait a la condition suwante
pour touta > 0, il existe deux réelg > 0 etC, > O tels que, pour tout € N, on a|t||T la < Ca||T lp. O

1+n2 ’

Remarque 2.0n dit gu'un ensemble compadt de R satisfait les inégalités de Markov lorsqu’il existe deux
réelsr > 2 et M > 0 tels que, pour tout polyndme et pour tout entierj, on ait sup_x QY (x)| <
M(degQ)"/ sup,cx |Q(x)|. Lintervalle [—1,1] satisfait ces inégalités avec = 2 et M = 1. Ainsi le
Théoreme 3.1 est un cas particulier du Théoréme 8.8 de [1].

Remarque 3.0n a egalement établi dafi§ que I'application de restrictioR[_1 17 de I (R) dansls ([—1, 1]) est
surjective, c’est-a-dire que les fonctions s’étendent, si et seulement si la fopotéfie la condition suivante :

¢ u)

u—+o0 i In(Inu) = oo (3)

La condition (2) impose une croissance plus forte a la fonepion

Pour lintersection des classes de Gevrey non quasi-analytiques, il n’y a pas d’opérateur linéaire continu
d’extension. On ne sait pas si la condition (2) est nécessaire pour qu’un tel opérateur existe.

4, Définitions et notations
Dans tout ce qui suit, on considére deux suitgdx>1 et (by)x>1 Vérifiant les conditions suivantes :

e LessuiteSay)i>1 et (br — ar)k>1 décroissentvers 0 ;

e by < 1etpourtoutentiek > 1, onaa; — byy1>0;

e |l existe deux constanteSy > 3 et M > 0 telles que, pour towt > 1, on ait Dy < Co(by — ax), by — ax <
2Co(ax — bi+1) €tbgy1 — axr1 = 2V M (b — ap)M.

On définit le compact de Goncharov

K ={0}U <U[ak,bk]>.

k=1

Unjet f surK estladonnée d’'une sui(gf(f))jeN de fonctions continues sif a valeurs dan®. Soientp € N,
j e Ntels quej < p et (¢, x) € K2. On définit lereste de Taylow["” f (x) par
p=J
RITf)=fP@) =Y —@— ) futo ).
k=0
L'espace de Fréchdj (K) est formé de I'ensemble des jefssur K vérifiant la condition suivante :
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pour touta > 0,

£ P @)l IRLP £(x)
supmaxy sup———————, sup  sup - 7 (= IIflla <+o00.
peN xek P'exp@(ap)) J3J<p (¢,x)ek? jlexp@(a(p + )¢ — x|pHi=J
r#x

5. Une base de de Schauder de I'espadg(K)

=In(8)
In(4Co)

Pour toutk € N*, on poseS; = bk%“k et on définit I'applicatiori, deN* dansN, en posant(k) = [
[-] désigne la fonction partie entiére.

Pour tout(n, k) € N x N*, on définit le polyn6me de Tchebysh&y, (x) = T, ((x — xx)/8) puis on considere
la famille (T,,,k)(n,k)eNxN* formée des fonctions définies skirde la fagon suivante :

]. lci

e Sin <I(k),on pOSézn,k = X[O,hk]ﬁKTn,kIK-
e Sin>I(k),on posel, = X[ak,bk]Tn,k\K-

Ici, Tk x désigne la restriction d&, ; au compactk et, pour tout sous-ensembiede K, xg désigne la
fonction caractéristique dg.

Si f € I4(K), pour toutk € N*, on poseuo«(f) = 5 [ f©(x + 8 cost) dr et pour tout(n, k) € N* x N*,
on poseu, x(f) = %ffn FO (xx + 8 cosr) cognt) dr. Ensuite, comme dans [5], pour tout, k) € N x N*, on
définit le coefficienty, «(f) de la fagon suivante :

e Sik=1,n,x(f)=anx(f),
o Sik>1etn>Il(k—21), nyr(f) =anix(f),

o Sik>1etn<i(k—1), nui(f) =ans(f) = T D0, (T, a1 (f).

Théoréme 5.1.Si liM,_ 400 ‘7’52‘) = 400 alors {(Ty.x)m)eNxN* (k) (mk)eNxN+} €st une base de Schauder
absolue de I'espace dg (K).

6. Extension linéaire des jets appartenant dg (K)

Comme dans la preuve du Théoréme 3.1, en utilisant des fonctions troncatures adaptées, on établit le théoren
suivant :

Théoréme 6.1.Silim,_ 100 "’Lf;‘) = 400, alors il existe un opérateur linéaire continu d’extension,/gek ) dans
I5(R).

Remarque 4.Ce résultat est une version ultradifférentiable d’'un théoreme de Goncharov. En outre, si on considére
le cassy = 2-3 etby = 68, alors le compack ne satisfait pas les inégalités de Markov (voir [6]).

Remarque 5.Dans le cas particulier ofi(u) = u“, aveca > 2, I(K) est un espace de Beurling (voir [2]).
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7. Compacts «ventrus» pour lesquels il n’existe pas d’opérateur linéaire continu d’extension

On suppose qué vérifie la condition (3). Soig une fonction appartenant/g(RR), nulle surR_ et strictement
positive surR? .
On poseK, = {(x, y) € [0, 112, 0<y <g(x)}; K, estun compact d@? régulier au sens de Whitney. On note
I (K,) 'ensemble des fonctiong, de classeC™ sur K, telles que, pour tout > 0, on ait
[0P1FP2 f(x)/0P1x10P2x7)

sup sup =|lflla <+o0.
(p1.po)e2 (1.xp)ek, (P1+ P2)!€XP@(a(p1+ p2))) ¢

On définit de méme I'espadg (R?).
Le théoréme qui suit est inspiré par un travail de Tidten [8]; il compléete une situation étudiée par Franken
dans [4].

Théoreme 7.1(1) L'application de restriction, ddy (R?) dansly(K,) est surjective.
(2) Il existe pas d’opérateur linéaire continu d’extension, g€k ) dans/y (R?).
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