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Résumé

Cette Note contient quelques variations sur un théme connu : les sous-groupes linéaires du foncteur de Picard d’un schém
propre sur un corpk. On montre en particulier, qu’en caractéristique- 0, on peut avoir un corpk et un schéma projectif
X surk, normal, mais non géométriqguement réduit, dont la composante neutre du foncteur de Picard est représentable par u
k-schéma en groupes vectoriels non Raur citer cet article: M. Raynaud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Vectorial group schemes of Picard functor. This Note contains slight variations on a well known theme: linear sub-groups
of the Picard functor of a proper scheme over a fielth particular, we give exemples of a fietdwith positive characteristic,
and a projectivé&-schemeX, normal, but not geometrically reduced, such that the neutral component of its Picard functor is
representable by a nonzero vectorial group schéimeite thisarticle: M. Raynaud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

SoientS un schéma eX un S-schéma propre et plat, de présentation finie.

Rappelons que, suivant Grothendieck ([2], ExP. 282, [1], p. 201), le foncteur de Picard relatif Hesur S est
le faisceau fppf (c’est-a-dire pour la topologie fideélement plate de présentatiorHjpig)associé au préfaixceau :
T € Sch/S§ — Pic(X x ¢ T). Lorsques est le spectre d'un corfis P = Py, estreprésentable par irschémaen
groupes localement de type fini ; sa composante nétftrainsi que le sous-foncted®™ formé des points dont un
multiple est dang?, sont représentables par des sous-schémas en groupes ouvgrtiedgpe fini ([3], SGA 6,
exp. XIl, p. 596, exp. XIll, p. 647).

Soientk un corps de caractéristique> 0, k* une cloture séparable de k une cldture algébrique de

Commencgons par rappeler les résultats plus ou moins classiques suivants :

Proposition 1.1. SoientX unk-schéma propre eP = Py, son schéma de Picard.
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(1) SupposonX normal, irréductible et qu& est géométriquement réduit au-dessugde I' (X, Oy). Alors,
pour toutek-variété unirationnelleZ, tout k-morphisme deZ dans P est constant. En particulieP® ne
contient pas de sous-schéma en groupes isomorphe au groupe &dditif au groupe multiplicatits,,, .

(2) Supposong géométriquement unibrancki@], Chapitre 1V, § 6)(par exemple norma) alors PY ne contient
pas de sous-tore non nul.

(3) SupposonX géométriguement normal, alois‘?ed est unek-variété abélienne.

Démonstration. (1) Si P’ = Px,r, alorsP est la restriction de Weil d&’ dek” ak ([2], Exp. N° 232, § 6). Par
adjonction on a Mqi(Z, P) = Mory(Z x; k', P"). On peut donc remplacef/k par X/k’ et par suite, supposer

X géométriquement réduit sir Pour établir (1) on peut étendkea k°, ce qui conserve la normalité d& Alors

X acquiert uné-sectione et P représente le foncteur de Picard des faisceaux inversibles rigidifiés le long de la
sections. On peut dominer la variété unirationnellepar un ouvert affiné/ d’'un espace affine standard. Soidnt
'anneau deU et K le corps des fractions rationnelles #e Un morphisme: de U dansP correspond alors a un
faisceau inversiblé surU x; X. La fibre générique de la projecti@an U x; X — X, a pour annead ®; K qui

est encore factoriel. Par suifeest isomorphe a I'image réciproque ad’un faisceau inversible su¥. C'est dire

gueu est constant.

(2) Lhypothése qué& est géométriguement unibranche se conserve par extension a la cléture algétggue
On peut donc supposkrlgébriquement clos. Sditle normalisé de&Xeq. Lhypothése qu&X est géométriguement
unibranche équivaut alors au fait que le morphisme canoriigge X est un homéomorphisme universel et donc
induit une équivalence entre revétements finis étales dedeY ([3], SGA 1, Exp. I1X, 4.9). Soi le foncteur de
Picard relatif de¥ surk. La propriété (2) va résulter de la proposition plus précise suivante :

Proposition 1.2. Le morphismeP™ — Q7, déduit deY — X, a un noyau et un conoyau unipotents.

Démonstration. Il faut voir que noyau et conoyau ne contiennent pas de sous-groupe de type multiplicatif
non nul. Pour tout entier, notonsu, le schéma en groupes de type multiplicatif des racimédmes de 1.

Par dévissage (confer [3], SGA 3, Exp. XVII, § 5), il suffit de voir que, pour tout entjefapplication
Hom(u,, P) — Hom(u,, Q) est une bijection. Par dualité ([5], § 6.2), on est ramené a montrer que I'application
Helt(X, Z/n,7) — Helt(Y, Z/nZ) est une bijection, ce qui est clair puisqie—~ X est un homéomorphisme
universel.

(3) Supposons d’aborkl algébriquement clos. Il résulte de (1) qﬂ’;%d ne contient pas de sous-schéma en
groupes isomorphe &, ou G, et par suite, d'aprés un résultat de ChevaIIEr%[j est une variété abélienne
(confer [2], Exp. N 236, Théoreme 2.1(ii)). Dans le cas géné)‘@d est encore unk-variété abélienne, comme
on le voit par descente dea k, en notant que, pour tout entiey premier a la caractéristique dele noyau de la
multiplication pam dansP?, soit, P, est étale suk et que, pour variable, les, P° forment une famille Zariski

0
dense dang®,g.

Remarque 1. (a) Pour établir (2), on peut aussi utiliser le dévissage de Oort ([3], SGA 6, Exp. XlI, § 3).

(b) Soitk un corps non parfait de caractéristigpeRappelons qu'il existe des-schémas en groupes lisses
unipotents connexes, non nuls, qui sont bemriétés rationnelles, et qui ne contiennent pas de saciéma en
groupes isomorphe &,. Pour en obtenir, considérons une extension finie radicielle non triviale k et soitG
la restriction de Weil dé’ ak du groupe multiplicatiiG,,. Alors G est une extension d’un groupe unipotéhpar
G, etl'on voit facilement que&s et U sont des variétés rationnelles.@icontenait un sous-schéma en grouges
isomorphe &, il résulterait du lemme ci-aprés que la restriction de I'extension ci-dessus, serait triviale au-dessus
deV. Ce quin’est pas, car ne contient pas d’élément d’ordpedansk®.
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Lemme 1.3. SoitG unk-schéma en groupes extension dkugroupe lisse unipotent connekepar G,,. Supposons
que cette extension possede une section algébsigdye—> G (ce qui sera le cas si I'anneau dé est factoriel, en
particulier siV = G,). Alors I'extensionG de V par G,, est triviale.

En effet,G,, est nécessairement dans le centr&det cette extension est donnée par la classe H&08 , G,,)
d'un 2-cocycle algébrique ([3], SGA 3, Exp. XVII, Appendice I). Or un 2-cocycle correspond a une certaine
fonction inversible sut/ x; U, qui vaut 1 a I'origine, donc est égale a 1, car les fonctions inversiblel§ sut/
se réduisent &*. On le voit en passant a la cléture algébriguee k, auquel cad/, donc ausst/ x U devient
isomorphe (comme schéma) a I'espace affine standard.

Example 1. Soientkg un corps parfaitk uneko-extension de type fini de degré de transcendancé ink-schéma
propre normal irréductible; le corps des fonctions globales sXir Alors X est géométriguement réduit str et
le schéma de Picard dé surk, ne contient pas de sous-schéma en groupes unirationnel non nul.

Démonstration. Compte tenu de la Proposition 1.1(1), on peut suppkserk’ et on doit montrer queX est
géométriqguement réduit st On peut donc supposer > 0. Soit K le corps des fractions rationnelles de
CommeX est normal, de corps des fonctions globalgapplication naturellé/k” — K /K est injective, donc
induit une application injective au niveau des 1-dif|‘érentie@~7:,ko — Q}( /- Lhypothese faite suk entraine

querl/ko est unk-vectoriel de dimension 1. Par suite I’applicatilzz’nlinéaire52,(1/ko Rk K — 52,1</k0 est encore
injective. Elle s’insére dans une suite exacte :

0— 'le/ko®k K — .3’211</k0—> .3’211</k—>0.

Si n est le degré de transcendanceisurk, le terme médian est de dimensior- 1 sur K, donc le terme de
droite est de dimensionsur K et par suiteX est génériquementlisse suet en particulieX est géométriguement
réduit.

Nous allons voir que la conclusion de I'exemple ci-dessus ne s’étend pas a dek ¢@ips imparfaits », pour
lesqueldk : kP] > p2.

2. Résultats

SoientS un schéma, et/ un Og-module de présentation finie. Suivant Grothendieck, on lui associe le foncteur
en modulesV : T € Sch/S — Homp,. (N xs T, Or), qui est représentable par uh«fibré vectoriel» de
présentation finie, lisse srlorsque\ est localement libre su®s.

Soient maintenant : X — § un S-schéma propre de présentation finie\dtun Ox-module de présentation
finie, S-plat. Fixons un entiei. On définit un foncteur en modules, ,: T € Sch/S > HU(T, (R fr)«(M®sT)).
Le foncteurH;VI est donc le faisceau associé (pour la topologie de Zariski) au préfaisceadd (T, M ®s T).

Si M = Oy, on le notera aussﬁ{;'(. Rappelons que s\ est cohomologiqguement plat sfiren dimension — 1,
alors le foncteuHi\/I est représentable par un fibré vectoriel (au sens ci-dessus) : il exigdg-umdule N de
présentation finie et un isomorphisme de fonctelln‘% ~ V.

Considérons un schénfade caractéristique > 0 et soitS” — S un morphisme fini et plat qui est radiciel
de hauteur 1, c’est-a-dire, tel qyé— S soit un homéomorphisme et que I'idédl’ qui définit la diagonale de
" = 8" xg 8 vérifie 7"P1 = 0 (les puissances-iémes des sections ¢&” sont nulles).

Soientf : X — S un schéma propre et plat de présentation finie et nofor’8 — S’ (resp.f”: X" — S§”) son
image réciproque sus’ (resp.S”). On suppose de plus qu'il existe un faisceau d’idéaux nilpafénie Oy, de
présentation finie et tel quE P! = 0, qui définit un sous-schéma ferriéde X', plat surs’.

Proposition 2.1. Gardons les notations et hypothéses précédentes. On suppose de plus
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— X est cohomologiquement plat sSien degréD.

— Y’ est cohomologiquement plat s en degré0 et le morphisme canoniqug,(Oy) — f.(Oy/) est
(universellementsurjectif.

— RYf/(0y/) = O universellement.

Alors la composante neutr@® du foncteur de Picard relatif? de X au-dessus de est canoniquement
isomorphe au fibré vectoriel}(.

Avant d’aborder la démonstration, qui est un simple exercice de descente radicielle, donnons un exemple ou ce
énoncé s'applique.

Example 2. Soientkg un corps de caractéristique> 0, u et v des indéterminées ét le corpsk,(u, v). En
coordonnées homogénas B, ..., considérons la-courbe projective plan¥ qui a pour équationA? + vB? +
CP =0 (resp. poup = 2, la courbe gauche d’équationd B + C? + D? =0, uA?+vB?+ C?=0). Alors X est
une courbe normale, mais non géométriquement réduite. La composante2deeson foncteur de Picard est
représentable par le fibré vector]éﬂ, qui est urk-vectoriel de dimensiotp — 1)(p — 2)/2 (resp. 1).

Remarque 2. Dans I'exemple ci-dessus, du moins lorsqrie+£ 0, il n’existe pas de faisceau inversible universel
sur P9 x X, sinon on conclurait, comme dans la démonstration de la Proposition 1.1(19%gu@. L'obstruction

a I'existence d’un tel faisceau inversible est un élément d’opdde groupe de BraueHezt(Po, G,,) qui s'annule
aprés extension du corps dék’ = k(u/?), car X acquiert un point rationnel sif.

Démonstration de la Proposition 2.1. Rappelons d’abord que 3i est un faisceau d’'idéaux d’'un schéirale
caractéristiqug > 0, tel queM ! =0, alors le sous-faisceau en groupes multiplicatifs- M) du faisceau des
unitesO?%, est canoniqguement isomorphe\é grace aux isomorphismes réciproques I'un de l'autre Log et Exp.

Notons P le foncteur de Picard relatif d& sur S, P’ (resp.P”) ses images réciproques sfir (resp.S”)
et soit Q' le foncteur de Picard d&’ sur §’. Plagons-nous d’abord suf. Le fait que R f/(Oy/) soit nul
universellement entraine que le fonctglrest non ramifié sus’ et que la section unité d@’ est représentable
par une immersion ouverte.

A lI'immersion ferméeY’ — X’ correspond urs’-morphisme de foncteurB’ — Q’. NotonsN’ son noyau.
Donc N’ majore la composante neutPé® de P’.

Considérons la suite exacte de faisceaux :

0—>I/—)Ox/—>0y/—)0.

Avec les hypothéses faites, I'applicatia®" f/(X’,7) — R1f/(X’,Ox:) est bijective et le reste aprés tout
changement de base — §’. CommeZ’lPl = 0, on a un isomorphisme de faisceaux en groupes : Exps
(14 '), donc un isomorphisme’: HX(X',7') — HY(X’',(1 + Z')). Or N’ est le faisceau fppf associé au
préfaisceall” € Sch/S’ — HL(X', (1+ 7')). Finalement, le foncteuN’ est canoniquement isomorpheH%/,
lui-méme isomorphe BlL,. On en déduit qué®’® est égal &V’ et est canoniquement représentérﬂér.

Il reste & voir que Iisomorphismel, — PO que I'on vient de construire, se descend en un isomorphisme
H}( — PO,

Comme les hypothéses faites sont stables par changement de-baseil suffit d’établir la propriété suivante :

SupposonsS affine et soita € H(X, Ox:). Notonsa’ (resp.a”) son image dans?i(X’, Ox:) (resp.
HYX",Oxn). Soith € HY(X', I')> HY(X', Ox/) correspondant &. On lui associe par I'exponentielle, un
élément’ de H1(X’, 1+ Z') et donc un faisceau inversibl® sur X', trivial surY’. SoientL] et L7 les faisceaux
inversibles suX”, images réciproques d& par les deux projections” — X'. Il nous faut montrer quéy et£)
définissent le méme élément @& (S”). En effet, par définition du faisceau fppf assodé correspondra alors a
un point deP(S).
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Or soitK” le faisceau d'idéaux d&” engendré par I'idéal diagondl” de X” et par les deux images réciproques
7} etZ} deZ’. On a dondC”!P) = 0. Le sous-schéma fernt&’, défini par” est situé au-dessus de la diagonale
de S” et s’identifie naturellement &'. L'application f;/(Ox») — f.'(Oy») est encore surjective. On conclut que
Iapplication, HX(X”, K"y — HY(X", Ox») est bijective.

Considérons alors le diagramme commutatif :

HY(X,Ox)

Hl(X/, I//) :) Hl(X/, OX’)

|

HYX", K" S HY(X", Ox).

On en déduit que les deux images bledans H1(X”, K”) coincident, puis que les deux images dedans
HY(X”,(1+ K")) coincident. A fortiori,C] et £ sont des faisceaux inversibles isomorphes.
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