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Résumé

Soit q = 1, . . . , n− 1, D ⊂ Cn un domaine convexe, borné et de type finim. Grâce à la fonction de support de Diederic
Fornæss et à l’estimation de ses dérivées avec les basesε-extrémales, nous montrons l’existence et la continuité de d
opérateursTq :Cp0,q(bD) → C

p+1/m
0,q−1 (bD) et T̃q :Cp0,q(bD) → C

p+1/m
0,q−1 (bD), p ∈ N, tels que pour toute(0, q)-forme h

continue surbD, h= ∂̄b(Tq − T̃q )h+ (Tq+1 − T̃q+1)∂̄bh dès que∂bh est aussi continue, et lorsqueq = n− 1,
∫
bD h∧ φ = 0

pour tout φ ∈ C∞
n,0(bD) ∂̄b-fermée. Afin d’établir la continuité deTq pour lesp > 0, il faudra intégrer par parties e

montrer de bonnes estimées des dérivées tangentielles du noyau. Quant àT̃q , la composante normale enz du noyau ayan
un mauvais comportement, nous devrons l’isoler des composantes tangentielles afin de trouver un bon représentant
d’équivalence, puis encore intégrer par parties.Pour citer cet article : W. Alexandre, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Ck estimates for∂̄b on convex finite type domains inCn. Let q = 1, . . . , n− 1 andD be a bounded convex domain inCn

of finite typem. We construct two integral operatorsTq and T̃q such that for allp ∈ N, Tq , T̃q :Cp0,q(bD)→ C
p+1/m
0,q−1 (bD)

are continuous, and for all(0, q)-formsh continuous onbD with ∂bh continuous onbD too, with the additional hypothesi
whenq = n− 1 that

∫
bD h ∧ φ = 0 for all φ ∈ C∞

n,0(bD) ∂̄b-fermée, we showh = ∂̄b(Tq − T̃q )h+ (Tq+1 − T̃q+1)∂̄bh. For
this construction, we use the Diederich–Fornæss support function of Alexandre (Publ. IRMA Lille 54 (III) (2001)). To
the continuity ofTq , we integrate by parts and take care of the tangential derivatives. The normal component inz of the kernel
of T̃q will have a bad behaviour, so, in order to find a good representative of its equivalence class, we isolate the ta
component of the kernel and then integrate by parts again.To cite this article: W. Alexandre, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338
(2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

SoientD un domaine convexe relativement compact deCn, de type finim, r une fonction définissante globa
deD, C∞ et convexe surCn, de gradient non nul dans un voisinageU de bD. Soit encoreS la fonction de
support de Diederich–Fornæss construite dans [4] etQ= (Q1, . . . ,Qn), l’application définie dans [3] qui satisfa

Adresse e-mail :alexandr@lmpa.univ-littoral.fr (W. Alexandre).
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.01.005
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S(ζ, z) = ∑n
j=1Qj(ζ, z)(ζj − zj ). Bien qu’il faille utiliser une version globalisée deS (voir [1]), pour ne pas

compliquer les notations, nous la garderons ainsi.
Nous notons̃S la fonction définie par̃S(ζ, z) = S(z, ζ ), Q̃(ζ, z) = −Q(z, ζ ) puis posons :η(z, ζ, λ) =∑n
j=1((1 − λ)

ζj−zj
|ζ−z|2 + λ

Qj(ζ,z)

S(ζ,z)
)dζj et η̃(z, ζ, λ) = (1 − λ)

∑n
j=1

ζj−zj
|ζ−z|2 dζj + λ

∑n
j=1

Q̃j (ζ,z)

S̃(ζ,z)
dζj , Ωn,q =

(−1)q(q−1)/2

(2iπ)n
(
n−1
q

)
η ∧ (∂zη)q ∧ (∂ζ,λη)n−q−1 et Ω̃n,q = (−1)q(q−1)/2

(2iπ)n
(
n−1
q

)
η̃ ∧ (∂zη̃)q ∧ (∂ζ,λη̃)n−q−1.

Soith ∈ C0,q(bD), n− 1 � q � 1 etRqh := ∫
(ζ,λ)∈bD×[0,1]h(ζ )∧Ωn,q−1(·, ζ, λ). A l’opérateur de Bochner

Martinelli près,Rq coïncide avec l’opérateur de résolution de [3].Rqh est donc défini et de régularité höldérien
1/m sur D ce qui nous permet de définirTqh comme la valeur au bord deRqh au sens usuel des class
d’équivalence.

SiD était strictement pseudoconvexe, nous définirionsT̃q commeTq en utilisant le noyaũΩn,q−1. Cependant
dans le noyau de [3] et dansΩn,q , la composante normale du noyau enζ a un mauvais comportement, mais ce
dernière se trouve écrasée par l’intégration sur le bord du domaine. DansΩ̃n,q−1, puisqueζ et z ont été échangés
c’est la composante normale enz qui a un mauvais comportement. Comme elle ne disparaît pas lors de l’intégr
la forme définie par

∫
(ζ,λ)∈bD×[0,1]h(ζ )∧ Ω̃n,q−1(·, ζ, λ) n’est, semble-t-il, pas bornée au voisinage debD et il est

impossible de l’utiliser pour définir une classe d’équivalence. Mais comme ces classes ne tiennent pas c
la composante normale, nous éliminons cette composante.

Pourz proche debD, nous notonsηz la normale unitaire extérieure enz et Φ(z) une matrice unitaire telle
Φ(z)ηz = (1,0, . . . ,0). Soient alorsL̄zi = ∑n

j=1Φij (z)
∂
∂zj
, q̄zi = ∑n

j=1 Φ̄ij (z)dz̄j , i = 1, . . . , n. On vérifie

que ∂̄zη̃ = −∑n
i=1 L̄

z
i (η̃) ∧ q̄zi et que ∂̄ tzη̃ := ∂̄zη̃ + L̄z1(η̃) ∧ q̄z1 ne dépend pas deΦ(z) dès queΦ(z)ηz =

(1,0, . . . ,0). Nous définissons̃Tqh au sens usuel des classes d’équivalence comme étant la valeur au b

R̃qh := ∫
bD×[0,1] h(ζ ) ∧ Ω̃tn,q−1(·, ζ, λ), où Ω̃tn,q = (−1)q(q−1)/2

(2iπ)n
(
n−1
q

)
η̃ ∧ (∂̄ tzη̃)q ∧ (∂ζ,λη̃)n−q−1. Par définition,

q̄z1 est colinéaire à∂r(z) et R̃qh et
∫
(ζ,λ)∈bD×[0,1]h(ζ ) ∧ Ω̃n,q−1(·, ζ, λ) diffèrent d’une forme du typeg ∧ ∂̄zr.

Aussi, comme dans le cas strictement pseudoconvexe (voir [5]), l’égalitéh = ∂̄b(Tq − T̃q)h+ (Tq+1 − T̃q+1)∂̄bh

est une conséquence de la régularité au bord des intégrales qui définissentTq et T̃q , régularité que nous étudion
maintenant. Pour effectuer cette étude, le Lemme 0.1 de [2] sera ici aussi très important.

Soit ζ0 un point debD. Quitte à renuméroter, il existeR0 > 0 tel que ∂r
∂ζ1
(ζ ) soit non nul pour toutζ dans

{ζ ∈ Cn, |ζ − ζ0| �R0}. Soient encore :

Z
ζ
1 = 1

2

((
∂r

∂ζ1
(ζ )

)−1 ∂

∂ζ1
−

(
∂r

∂ζ̄1
(ζ )

)−1 ∂

∂ζ1

)
et Z

ζ
j = ∂

∂ζj
− ∂r

∂ζj
(ζ )

(
∂r

∂ζ1
(ζ )

)−1 ∂

∂ζ1
si j �= 1,

Z
ζ
1 = 1

2

((
∂r

∂ζ1
(ζ )

)−1
∂

∂ζ1
+

(
∂r

∂ζ 1
(ζ )

)−1
∂

∂ζ 1

)
et Z

ζ
j = ∂

∂ζ j
− ∂r

∂ζ j
(ζ )

(
∂r

∂ζ1
(ζ )

)−1
∂

∂ζ 1
si j �= 1.

Z
ζ
1, . . . ,Z

ζ
n,Z

ζ
2, . . . ,Z

ζ
n forment une base locale de vecteurs tangentiels. Soit encoreL

ζ
1 = ∑n

j=1Φ1j (ζ )
∂
∂ζj

−
Φ1j (ζ )

∂

∂ζ j
ne dépend pas deΦ(ζ ) et est un champ de vecteurs tangentiels transversaux à l’espace tangent co

du bord. Les termes principaux deS et S̃ varient selon la direction normale complexe, ce qui implique :

Proposition 1. Il existeR′
0 ∈ ]0,R0] tel que pour toutz, ζ avec|ζ − ζ0| �R′

0 et |ζ0 − z| �R′
0 :

1�
∣∣Lζ1S(ζ, z)∣∣ et 1 �

∣∣Lζ1S̃(ζ, z)∣∣.
Nous commençons par montrer la continuité deTq : pourh ∈ Cp0,q(bD), p ∈ N et V1, . . . , Vp p champs de

vecteurs tangentiels, nous montrons que‖V1 . . .VpRqh‖1/m,D∩U � ‖h‖p,bD . Grâce à la compacité debD, nous
localisons et supposonsh à support dansB(ζ0,R′

0) := {ζ ∈ Cn, |ζ − ζ0|<R′
0}. Pours � p, notonsΓ sh une forme

de même support queh et de classeCp−s telle que‖Γ sh‖p−s,bD � ‖h‖p,bD . Soit z ∈ U ∩D ∩ B(ζ0,R′
0). Pour

k > 0, nous posons :
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te,

0.1
I [h](j, j ′, k, k′, l, l′, s)(z)=
∫
bD

Γ sh(ζ )∧ X
k′(η1(z, ζ )∧ (∂̄ζ η1(z, ζ ))

k−1)∧.l′(ζ, z)
Sj (ζ, z)|ζ − z|2l

j ′∏
i=1

(
V zi + V ζi

)
S(ζ, z)

et pourk � 0 :

J [h](j, j ′, k, k′, l, l′, s)(z)=
∫
bD

Γ sh(ζ )∧ X
k′((∂̄ζ η1(z, ζ ))

k)∧.l′(ζ, z)
Sj (ζ, z)|ζ − z|2l

j ′∏
i=1

(
V zi + V ζi

)
S(ζ, z),

où j, j ′, k, k′, l, l′, s � 0 sont des entiers,Xk
′

est k′ fois la composée de champs de vecteurs de{Lζ1,Zz1 +
Z
ζ
1, . . . ,Z

z
n + Z

ζ
n,Z

z
2 + Z

ζ
2, . . . ,Z

z
n + Z

ζ
n}, V zi appartient à{Zz1, . . . ,Zzn, Zz2, . . . ,Zzn} et .l′ une forme dif-

férentielle telle que|.l′(ζ, z)| = O(|ζ − z|l′).
Nous dirons que(j, j ′, k, k′, l, l′) satisfait(CI) si 2j − j ′ � 2k − k′, k′ � k, 2l − l′ + 2k � 2n− 1 et j > 1,

ou j = k = 1, k′ = j ′ = 0 et 2l − l′ � 2n − 3. Il satisfera(CJ ) si 2j − j ′ � 2k − k′, k′ � k, 2l − l′ + 2k �
2n− 2, j > 1, ou sij = 1, k = k′ = j ′ = 0, et 2l − l′ � 2n− 3.

Proposition 2. SoitV z ∈ {Zz1, . . . ,Zzn,Zz2, . . . ,Zzn}, z ∈D, avec|ζ0 − z| �R′
0.

Si (j, j ′, k, k′, l, l′) vérifie (CI), V zI [h](j, j ′, k, k′, l, l′, s)(z) est une somme deI [h](j̃ , j̃ ′, k̃, k̃′, l̃, l̃′, s̃)(z) et
deJ [h](j̃ , j̃ ′, k̃, k̃′, l̃, l̃′, s̃)(z), s̃ � s + 1, satisfaisant respectivement(CI) et (CJ ).

Si (j, j ′, k, k′, l, l′) vérifie (CJ ), V zJ [h](j, j ′, k, k′, l, l′, s)(z) est une somme deJ [h](j̃ , j̃ ′, k̃, k̃′, l̃, l̃′, s̃)(z)
satisfaisant(CJ ) pour s̃ � s + 1.

Démonstration. Nous nous intéressons àJ [h](1,0,0,0, l, l′, s) :

V zJ [h](1,0,0,0, l, l′, s)(z)= −
∫
bD

Γ sh(ζ )∧ (V
z + V ζ )S(ζ, z).l(ζ, z)
S2(ζ, z)|ζ − z|2l

+
∫
bD

Γ sh(ζ )

S(ζ, z)
∧ (V ζ + V z) .l(ζ, z)|ζ − z|2l −

∫
bD

Γ sh(ζ )∧ V ζ .l(ζ, z)

S(ζ, z)|ζ − z|2l = −X+ Y1 − Y2.

Une intégration par parties montre queY2 = J [h](1,0,0,0, l, l′, s + 1). Comme (V z + V ζ )
.l(ζ,z)

|ζ−z|2l =
.l(ζ,z)

|ζ−z|2l , Y1 = J [h](1,0,0,0, l, l′, s). PourX, en utilisant 1
S2 = − 1

L
ζ
1S
L
ζ
1

( 1
S

)
, on peut intégrer par parties. Ensui

en remarquant que(V z + V ζ )S(ζ, z)= O(|ζ − z|) et en utilisant la Proposition 2, on montre queX est somme de
J [h](1,0,0,0, l, l′, s)(z). Les autres cas se traitent de même.✷

Nous estimons les dérivées tangentielles avec les basesε-extrémales (voir [3]). Soitε > 0. Pour ne pas
compliquer les notations, nous supposons que la base canonique est la baseε-extrémale enz.

Proposition 3. Soientζ ∈ Pε(z), i, j = 1, . . . , n, V z ∈ {Zz1, . . . ,Zzn,Zz2, . . . ,Zzn}. Alors, uniformément enz, ζ

et ε : |(V ζ + V z)Qi(ζ, z)| � ε1/2

τi (z,ε)
, |(V ζ + V z) ∂Qi

∂ζ̄j
(ζ, z)| � ε1/2

τj (z,ε)τi(z,ε)
, |(V ζ + V z)S(ζ, z)| � ε1/2.

Démonstration. Notonsδj = ∂
∂ζj

+ ∂
∂zj

. LorsqueV z =Zz1, . . . ,Zzn, la majoration de(V z+V ζ )Qi(ζ, z) se résume

à celles deδkQi(ζ, z) et ∂r
∂ζk
(ζ )− ∂r

∂ζk
(z), k = 1, . . . , n. L’action deδk a déjà été étudiée dans [2]. Le Lemme

de [2] et (vii) de la Proposition 3.1 de [3] permettent de montrer que| ∂r
∂ζk
(ζ )− ∂r

∂ζk
(z)| � ε1/2 ce qui suffit. Comme

Qj est holomorphe par rapport àz, (Zζk +Zzk)Qi(ζ, z)=ZζkQi(ζ, z) et la majoration découle de celle de∂Qi
∂ζ k
(ζ, z)

montrée dans [2]. Les autres majorations se montrent pareillement.✷
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Proposition 4. Soientζ ∈ Pε(z), i, j = 1, . . . , n. Alors uniformément par rapport àε, z et ζ : |Lζ1Qi(ζ, z)| �
ε1/2

τi (z,ε)
,

∣∣Lζ1 ∂Qi∂ζ̄j
(ζ, z)

∣∣ � ε1/2

τi (z,ε)τj (z,ε)
.

Démonstration. Le casi = 1 est trivial carτ1(z, ε)≈ ε. Si i �= 1, Φ1i (ζ ) est petit face àε et les estimations de [2
et [3] donnent le résultat.✷
Corollaire 5. Soient(j, j ′, k, k′, l, l′) et (j̃ , j̃ ′, k̃, k̃′, l̃, l̃′) vérifiant respectivement(CI) et (CJ ), et soits � p.
Alors uniformément par rapport àh et z : |dzI [h](j, j ′, k, k′, l, l′, s)(z)| + |dzJ [h](j̃ , j̃ ′, k̃, k̃′, l̃, l̃′, s)(z)| �
‖h‖k,bD |r(z)|1/m−1.

Démonstration. Le Lemme 4.2 de [3], les Propositions 3 et 4 et les conditions(CI) et (CJ ) donnent des
majorations du même type que dans [3] : nous concluons alors comme dans [3].✷

Pour établir‖V1 . . .VpRqh‖1/m,bD � ‖h‖p,bD , nous montrons pour̃V1, . . . , Ṽp ∈ {Zz1, . . . ,Zzn,Zz2, . . . , Zzn} et
z dansU ∩ D que |dzṼ1 . . . ṼpRqh(z)| � ‖h‖p,bD|r(z)|1/m−1 puis appliquons le lemme de Hardy–Littlewoo
Commeh est à support dansB(ζ0,R′

0), seuls lesz de B(ζ0,R′
0) comptent. PuisqueRqh est une somme d

I [h](k,0, k,0,2(n− k),1,0), k = 1, . . . , n− q − 1, une récurrence utilisant la Proposition 2 et l’application
Corollaire 5 donne le résultat et la continuité deTq .

Passons à la continuité dẽTq . Il suffit donc de montrer que pourp champs de vecteurs tangentie
V1, . . . , Vp, ‖V1 . . .VpR̃qh‖1/m,U−D � ‖h‖p,bD uniformément par rapport àh. Nous fixons unz dans(B(ζ0,R′

0)∩
U)−D et ε > 0. Afin de ne pas alourdir les notations, nous supposons que la baseε-extrémale enz est la base
canonique. Siε est suffisamment petit,Φ(z) sera donc àε près la matrice identité. Nous avons alors :

Proposition 6. Pour ζ dans(Pε(z) \ c1Pε(z))∩ bD, i, j = 1, . . . , n etV z ∈ {Zz1, . . . ,Zzn,Zz2, . . . , Zzn} :∣∣Q̃i(ζ, z)∣∣ � ε

τi(z, ε)
,

∣∣(V z + V ζ )(L̄zj (Q̃i )(ζ, z)q̄zj )∣∣ + ∣∣Lζ1(
L̄zj (Q̃i )(ζ, z)q̄

z
j

)∣∣ � ε1/2

τi(z, ε)τj (z, ε)
,

∣∣S̃(ζ, z)∣∣ � ε,∣∣L̄zj (Q̃i )(ζ, z)q̄zj ∣∣ � ε

τi(z, ε)τj (z, ε)
,

∣∣(V z + V ζ )Q̃i(ζ, z)∣∣ + ∣∣Lζ1Q̃i(ζ, z)∣∣ � ε1/2

τi(z, ε)
,

∣∣(V z + V ζ )S̃(ζ, z)∣∣ � ε1/2.

Démonstration. Ces inégalités se montrent comme pourz dansU ∩D (voir [3] et les Propositions 3 et 4).✷
Après quelques intégrations par parties comme pourTqh, avec la Proposition 6, nous montrons q

|dzV1 . . . VpR̃qh(z)| � ‖h‖p,bD|r(z)|1/m−1 uniformément enz et h. Le lemme de Hardy–Littlewood impliqu

que‖V1 . . .VpR̃qh‖1/m,U−D � ‖h‖p,bD . CommeV1, . . . , Vp sont quelconques,̃Tqh appartient àCp+1/m
0,q−1 (bD) et

satisfait‖T̃qh‖p+1/m,bD � ‖h‖p,bD uniformément par rapport àh, ce qui montre la continuité dẽTq .
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