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Résumé

Dans cette Note, on annonce une construction d’une déformation de la théorie de Hodge. On construit en particulier I'adjoint
de I'opérateur de de Rham sur le fibré cotangent relativement a une forme hermitienne de signature noRduiviciker cet
article: J.-M. Bismut, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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Abstract

A deformation of Hodge theory on the cotangent bundleln this Note, we announce the construction of a natural
deformation of Hodge theory. In particular we obtain the adjoint of the de Rham operator on the cotangent bundle with respect
to a hermitian form of nontrivial signatur&o cite thisarticle: J.-M. Bismut, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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1. Introduction

Les constructions annoncées dans cette note et dans les notes [2,3] ont plusieurs motivations. Rappelons que
X est une variété compacte etf5i X — R est une fonctiol© > de Morse, Witten [15] a construit une déformation
du complexe de de Rham dedépendant d’un paramétfec R. Quandl — +o0, le complexe déformé converge
en un sens adéquat vers le complexe de Thom—Smale associé au champ de gradpartlocalisation sur les
points critiques def. Ce résultat a été établi rigoureusement dans [8]. Dans [5,6], la déformation de Witten a été
utilisée pour donner une nouvelle démonstration du théoréme de Cheeger et Miller [7,13] sur I'égalité de la torsion
de Ray-Singer et de la torsion de Reidemeister.

Une premiére motivation pour notre travail est de chercher a étendre la construction de WitterXgesind
remplacé par son espace de ladels, et quandf est remplacée pdr, qui est la fonctionnelle d’énergie siuX,
dontles points critiques sont les géodésiques fermées. Un tel projet estimmeédiatement voué a I'échec, vu I'absenc
d’une théorie de Hodge convenable ¥ .

Une réflexion sur la preuve de [5,6] conduit & I'idée qu’au moins formellement, I'introduction de la fonction
de Morsef est réalisée au niveau de l'intégrale fonctionnelle BXr qui représente les quantités calculées, par
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I'intermédiaire de formes d’Euler de Mathai—Quillen [12] associées au gradient de la foﬁ:tjﬁ(m) ds. Cette

fonction est I'extension naturelle géen une fonction sut X invariante sous I'action évidente dg. De ce point

de vue, la localisation sur les points critiques fl@’est que le versant analytique de I'assertion géométrique sur

les formes de Mathai—Quillen, qui se localisent naturellement sur les zéros des sections qui les définissent.
Plutét que de produire une déformation de Witten &U¥, on peut se demander comment construire

rigoureusement un objet dont la contrepartie, du point de vue de l'intégrale fonctionnelle, ferait apparaitre la forme

de Mathai—Quillen associée a la fonctionnelle d’énergie, et plus généralement a n'importe quelle fonctionnelle du

typel(x) = folL(x, x)dt, ou L(x,x) estun lagrangien, qu’on peut supposer du type
L(x,)'c):%b'clz—V(x). 1)

L'intérét d’une telle construction serait que, pour de grandes valeurs du paramétre de déformation, I'intégrale se
localiserait sur les points critiques de la fonctionnéllgui poura = 1, V = 0, sont exactement les géodésiques
fermées deX. Dans ce casy! = —X. L'intégrale fonctionnelle construite dans ce formalisme serait alors associée

a une action du type

1 1
1 1
§/|x|2ds+§T2/|5c'|2ds. 2)
0 0

PourT # 0, une telle action est associée a un processlmt la vitesse est un mouvement Brownien. Le processus

de Markov correspondaliit, p) = (x, x) est a valeurs darB* X, et son générateur n’est plus autoadjoint, & cause

du renversement de la vitesgpeen —p par retournement du temps. De plus la mesure de probabilité associée
est singuliere relativement a la mesure brownienne. La solution fondamentale associée a un tel processus a é
construite par Kolmogorov [11] dans le c&s= R.

On annonce dans cette Note et dans la note [2] qu'on peut réaliser cette construction en remplagant
le fibré cotangenT*X, en prenant I'adjoint de I'opérateur de de Rham relativement a une forme bilinéaire
faisant intervenir la forme symplectique @& X. PourT = b?, le Laplacien associg; est tel que(,j’—u — L est
hypoelliptique, grace aux résultats de Hérmander [9]. Ce laplacien reste autoadjoint relativement & une forme
hermitienne non dégénérée, qui n'est plus positive. On ne doit donc plus s’attendre a ce que le théoréme de Hodg
soit vrai, comme le montrent les résultats qui suivent relativement a la théorie de Hodge en dimension finie. Dans
un travail mené avec Lebeau [4], on verra que les résultats en dimension finie s’étendent effectivement & notre
opérateur. De plus le Laplacien interpole naturellement entre le laplacien de Hodge ordindipmdeb = 0, et
le flot géodésique pour= +oo.

Dans la présente Note, on donne des résultats de théorie de Hodge en dimension finie, lorsqu’on suppose qu
le complexe hermitien considéré est muni d’une forme hermitienne non nécessairement positive. On construit
I'adjoint de I'opérateur de de Rhad{ X sur T*X relativement & des formes sesquilinéaires non triviales. Dans
les notes [2,3], on donne des propriétés du Laplacien correspondant, et on étudie le cas d'une famille d& variétés

Les résultats annoncés sont démontrés dans [1].

2. Lathéorie de Hodge pour des formes hermitiennes arbitraires
Soit
(E.9)0->E' % .. L E 0 ©)

un complexe d’espaces vectoriels complexes de dimension finie. On/fote: Do<i<n hE" une forme
hermitienne non dégénérée dtr= @ogign E'. En particulierh est de signature arbitraire. On dira aussi que
hE est une métrique généralisée #r Si A e End(E), A* désigne I'adjoint ded relativement & .
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On pose
D=0+ 0" (4)

L'opérateurD et le Laplacien généralisB? = [, 9*] sont autoadjoints relativement/& . Il en résulte que les
spectres SP et SpD? sont invariants par conjugaison. Soit

E= P E (5)
reSpD?
la décomposition d& en blocs de Jordan relativemenb&. On pose
E,=(PE;. (6)
A0
Alors le complexeE" est scindé de maniéi€ orthogonale sous la forme
E =Ey®E,. (7
Le complexe(E,, d) est acyclique. De plus
=Imd|g, &Imd*|g,, (8)

et la décomposition (8) est -orthogonale. Notons que en général, contrairement a ce qui se passe habituellement
en théorie de Hodge, le complekg, 9) est nontrivial. Il se peut méme que? = 0, auquel caf” = Ey. Ona
cependant

H'(E) = H (Ep). 9)
On dit queht est de type Hodge si
Ey=kerd Nkerd*, (10)
ou si, de maniére équivalente,
Ey=KkerD, (112)
Une forme équivalente de la condition de Hodge est que
= (kerd Nkerd*) ® Ima & Ima*. (12)
Les produits hermitiens habituels stirsont naturellement de type Hodge.
On pose
dete' = Q) (dete’) ™, detr(£)= Q) (detrr’ ()" (13)

0<i<n 0<i<n

Alors par [10], on a lisomorphisme canonique det~ detH (E’). Soit det:” la métrique généralisée sur
detE" associée &% . Elle sera notée, par abus de notation, sous la fqrm;%etE.. Cette métrique généralisée
a maintenant un signe.

Notons que la restriction def a E est une métrique généralisée. Elle induit donc une métrique généralisée
sur detE,, qu’on note|| - Notons que comme dét ~ detE,, on a ainsi deux métriques généralisées sur
detE".

On pose

et -
etEy

S(E, 1) ]‘[ (detD? ;)" i (14)
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Le réel S(E, ht") sera appelé torsion analytique généralisée. Son signe est arbitraire. On a alors la relation qui
étend une formule bien connue pour les métriques hermitiennes classiques,

I etz = S(EAE )N Ntz - (15)
Les arguments de Quillen [14] sur la construction de la métrique de Quillen par troncation du spectre doivent
étre convenablement modifiés. Soit en effet. € SpD?. Siu # 1, il résulte de ce qui précéde qug et £, sont
hE orthogonaux. De plus la restriction & a E; + E: estnon dégénérée.
Soit alorsr € R tel que six € SpD?, alors|x| # r. Posons

E,.= P E. E,= @ E. (16)

1eSpD? reSpD?
[A|<r || >r

AlorslesE-,, E-, sont des sous-complexe§ orthogonaux dang, et leur somme est égalefa. En particulier

la restriction de:£" & chacun d’entre eux est non dégénérée. On peut donc adapter ces arguments de Quillen dan
ce contexte quangE", 9) est un fibré vectoriel sur une varig@Comme dans Quillen [14], ces arguments doivent
ultérieurement étre appliqués dans un caoast de dimension infinie.

3. L'adjoint de I'opérateur de de Rham relativement a une forme bilinéaire

Soit M une variété, soity une forme bilinéaire non dégénérée Jud. Alors n induit une identification
¢:TM — T*M, de telle sorte que

nU,V)=(U,¢V). 7)

On noten* la forme bilinéaire correspondante stitM. Alors n* induite une forme bilinéaire correspondante sur
A (T*M). Soitdvys une forme volume sud/.

Soit (£2'(M),d") le complexe de de Rham des formes & support compact Mar@n munit2 (M) de la
forme bilinéaire non dégénérée,

(s,5")p = / n*(s,s") dvy. (18)
M

Notons que la forme (18) n’est en genéral pas symetrique.
Soitdé)” I'adjoint formel ded™ relativement & (18), de telle sorte que si’ € 2° (M),

(s,dMs’>¢ :(c?Ms,s’>¢. (19)
Sin est associée a une forme symplectigusur M, on montre que
[a™,d] =0, (20)

Plus généralement, gi est un fibré complexe plat swf, muni d’'une métrique hermitienne, on peut munir
le complexe de de Rhai2 (M, F),dM) d’'une forme sesquilinéaire, qui est I'extension évidente de (18). On
désigne encore paf’ 'adjoint ded™.

4. Le cas du fibré cotangent
Soit X une variété compacte de dimensigret soitz : T*X — X son fibré cotangent. Sdit=7*p la 1-forme

canonique del'* X, et soitw = df la forme symplectique d&*X. Alors T*X est muni de la forme volume
associée dr-x.
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Soit F un fibré plat hermitien suk. On pose
o(VF g") = (") Vg (21)

Alors w(VF, gf') est une 1-forme sux a valeurs dans Erid’).

On peut alors appliquer la construction de la Section @ T*X, 7*F),d" X), pourn = w. Dans ce cas, on
désigne pair” ¥ T'adjointded” X. Cet adjoint sera aussi appelé adjoint symplectique(Si”, g*') =0, d’aprés
ce qui précéde onfa” X, d”" X1 = 0. En général, 'opérateql” "X, 47" X] est d’ordre 0.

Pour poursuivre la construction, on introduit une métrique Riemannighhsur7 X. Si nécessaire, on identifie
les fibres deT'X et T*X parg’X. Soit VI'X la connexion de Levi-Civita suf X. La connexionv’¥ induit les
scindages,

TT*X =na*(TX & T*X), T*T*X =n*(T*X & TX). (22)
On en déduit I'identification,
A(T*T*X) =7* (A (T*X) ® A (T X)). (23)

On notera avec ufi les objets se rapportant aux deuxiéme facteur & droite de (23)v36ft 7" %) la connexion
induite parv’X sur A (T*T*X).
On pose

(1 -1 o
o=(1 o) (24)

On identifie¢ a un automorphisme deT*X = TX & T*X. La forme bilinéaire; correspondante sit7T*X est
donnée par

U,V = U, V)= (mU,mV)rx +oU,V). (25)

Soit H: T*X — R une fonctionC. Soit Y7t le champ de vecteurs hamiltonien stitX associé &, de telle
sorte que

d" X H +iyno =0. (26)
Soit ey, ..., e, une base orthonormale deX, soitél, ..., é" la base duale correspondante TeX. On pose
VVH = V@i')‘(éi.

Définition 4.1. Soitd] X I'adjoint ded” ¥ relativement &, g” et dvr+x. On pose

T*X _ o~HgT*X oH ST*X  H T X e H
dy, fe d’ ~ e, dg y =¢€tdy Ye 't o
ho =€ Aigi, sTTXV = —i;i V.
Proposition 4.2. On a |es identités suivantes,
T*X _ 3T*X T*X
X T e [ Jr* . (28)
d;ﬁ =gr'X —iyH — [dT X _ in,ko] =47 X _ iyﬁ_ﬂ + 8T XV,

5. Une propriété d’autoadjonction

On pose

Gy (G 3)
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Alors f définit un produit scalaire siR?, et F est une involution isométrique d&?. On identifie f & un produit
scalaireg? I"X.7*F) sur TT*X = TX @ T*X, et F a I'involution correspondante d87*X. On suppose
invariant par l'involutionp — —p.

Définition 5.1. SOit () je-r+x.~+r) l& produit Hermitien sus2'(T*X, =* F) associé a’T" X oF et dvr+x. Soitu
I'involution isométrique de2 (T*X, n* F) telle que sis € 2 (T*X, n*F),

us(x, p) = Fs(x, —p). (30)
Soit <')hg‘(T*X.N*F) la forme hermitienne suR (T*X, 7*F),

—2
(s, S/)b%(T*x,n*F) = <us, s'e H)gg-(T*X.n*F). (31)

Notons que cette forme hermitienne est aussi loin qu’il est possible d’'une métrique hermitienne. Notons enfin que
contrairement & (18), elle a la propriété de symétrie qui en fait effectivement une forme hermitienne.

Théoréme 5.2. L' opérateur c?;%‘{ est | adjoint formel ded”" X pour (Vpa @exatn -
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