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Résumé

Dans cette Note, on annonce une construction d’une déformation de la théorie de Hodge. On construit en particulie
de l’opérateur de de Rham sur le fibré cotangent relativement à une forme hermitienne de signature non triviale.Pour citer cet
article : J.-M. Bismut, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A deformation of Hodge theory on the cotangent bundle.In this Note, we announce the construction of a natu
deformation of Hodge theory. In particular we obtain the adjoint of the de Rham operator on the cotangent bundle with
to a hermitian form of nontrivial signature.To cite this article: J.-M. Bismut, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Les constructions annoncées dans cette note et dans les notes [2,3] ont plusieurs motivations. Rappel
X est une variété compacte et sif :X→ R est une fonctionC∞ de Morse, Witten [15] a construit une déformati
du complexe de de Rham deX dépendant d’un paramètreT ∈ R. QuandT → +∞, le complexe déformé converg
en un sens adéquat vers le complexe de Thom–Smale associé au champ de gradient∇f , par localisation sur le
points critiques def . Ce résultat a été établi rigoureusement dans [8]. Dans [5,6], la déformation de Witte
utilisée pour donner une nouvelle démonstration du théorème de Cheeger et Müller [7,13] sur l’égalité de la
de Ray–Singer et de la torsion de Reidemeister.

Une première motivation pour notre travail est de chercher à étendre la construction de Witten quanX est
remplacé par son espace de lacetsLX, et quandf est remplacée parI , qui est la fonctionnelle d’énergie surLX,
dont les points critiques sont les géodésiques fermées. Un tel projet est immédiatement voué à l’échec, vu
d’une théorie de Hodge convenable surLX.

Une réflexion sur la preuve de [5,6] conduit à l’idée qu’au moins formellement, l’introduction de la fon
de Morsef est réalisée au niveau de l’intégrale fonctionnelle surLX qui représente les quantités calculées,
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l’intermédiaire de formes d’Euler de Mathai–Quillen [12] associées au gradient de la fonction
∫ 1

0 f (xs)ds. Cette
fonction est l’extension naturelle def en une fonction surLX invariante sous l’action évidente deS1. De ce point
de vue, la localisation sur les points critiques def n’est que le versant analytique de l’assertion géométrique
les formes de Mathai–Quillen, qui se localisent naturellement sur les zéros des sections qui les définissen

Plutôt que de produire une déformation de Witten surLX, on peut se demander comment constru
rigoureusement un objet dont la contrepartie, du point de vue de l’intégrale fonctionnelle, ferait apparaître
de Mathai–Quillen associée à la fonctionnelle d’énergie, et plus généralement à n’importe quelle fonction
typeI (x)= ∫ 1

0 L(x, ẋ)dt , oùL(x, ẋ) est un lagrangien, qu’on peut supposer du type

L(x, ẋ)= a

2
|ẋ|2 − V (x). (1)

L’intérêt d’une telle construction serait que, pour de grandes valeurs du paramètre de déformation, l’inté
localiserait sur les points critiques de la fonctionnelleI , qui poura = 1, V = 0, sont exactement les géodésiqu
fermées deX. Dans ce cas,∇I = −ẍ. L’intégrale fonctionnelle construite dans ce formalisme serait alors ass
à une action du type

1

2

1∫
0

|ẋ|2 ds + 1

2
T 2

1∫
0

|ẍ|2 ds. (2)

PourT �= 0, une telle action est associée à un processusx dont la vitesse est un mouvement Brownien. Le proce
de Markov correspondant(x,p)= (x, ẋ) est à valeurs dansT ∗X, et son générateur n’est plus autoadjoint, à ca
du renversement de la vitessep en −p par retournement du temps. De plus la mesure de probabilité ass
est singulière relativement à la mesure brownienne. La solution fondamentale associée à un tel proces
construite par Kolmogorov [11] dans le casX= R.

On annonce dans cette Note et dans la note [2] qu’on peut réaliser cette construction en remplaçaX par
le fibré cotangentT ∗X, en prenant l’adjoint de l’opérateur de de Rham relativement à une forme bilin
faisant intervenir la forme symplectique deT ∗X. PourT = b2, le Laplacien associéLb est tel que ∂

∂u
− Lb est

hypoelliptique, grâce aux résultats de Hörmander [9]. Ce laplacien reste autoadjoint relativement à un
hermitienne non dégénérée, qui n’est plus positive. On ne doit donc plus s’attendre à ce que le théorème
soit vrai, comme le montrent les résultats qui suivent relativement à la théorie de Hodge en dimension fin
un travail mené avec Lebeau [4], on verra que les résultats en dimension finie s’étendent effectivemen
opérateur. De plus le Laplacien interpole naturellement entre le laplacien de Hodge ordinaire deX pourb = 0, et
le flot géodésique pourb= +∞.

Dans la présente Note, on donne des résultats de théorie de Hodge en dimension finie, lorsqu’on sup
le complexe hermitien considéré est muni d’une forme hermitienne non nécessairement positive. On
l’adjoint de l’opérateur de de RhamdT

∗X surT ∗X relativement à des formes sesquilinéaires non triviales. D
les notes [2,3], on donne des propriétés du Laplacien correspondant, et on étudie le cas d’une famille de vaX.

Les résultats annoncés sont démontrés dans [1].

2. La théorie de Hodge pour des formes hermitiennes arbitraires

Soit

(E·, ∂) : 0→E1 ∂→ ·· · ∂→En → 0 (3)

un complexe d’espaces vectoriels complexes de dimension finie. On notehE
· = ⊕

0�i�n h
Ei une forme

hermitienne non dégénérée surE· = ⊕
0�i�n E

i . En particulierhE est de signature arbitraire. On dira aussi q

hE est une métrique généralisée surE·. SiA ∈ End(E), A∗ désigne l’adjoint deA relativement àhE .
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On pose

D = ∂ + ∂∗. (4)

L’opérateurD et le Laplacien généraliséD2 = [∂, ∂∗] sont autoadjoints relativement àhE . Il en résulte que les
spectres SpD et SpD2 sont invariants par conjugaison. Soit

E· =
⊕

λ∈SpD2

E·
λ (5)

la décomposition deE en blocs de Jordan relativement àD2. On pose

E·∗ =
⊕
λ �=0

E·
λ. (6)

Alors le complexeE· est scindé de manièrehE orthogonale sous la forme

E· =E·
0 ⊕E·∗. (7)

Le complexe(E·∗, ∂) est acyclique. De plus

E·∗ = Im ∂|E·∗ ⊕ Im ∂∗|E·∗, (8)

et la décomposition (8) esthE -orthogonale. Notons que en général, contrairement à ce qui se passe habitue
en théorie de Hodge, le complexe(E·

0, ∂) est nontrivial. Il se peut même queD2 = 0, auquel casE· = E·
0. On a

cependant

H ·(E)=H ·(E·
0). (9)

On dit quehE est de type Hodge si

E·
0 = ker∂ ∩ ker∂∗, (10)

ou si, de manière équivalente,

E·
0 = kerD, (11)

Une forme équivalente de la condition de Hodge est que

E· = (ker∂ ∩ ker∂∗)⊕ Im ∂ ⊕ Im ∂∗. (12)

Les produits hermitiens habituels surE sont naturellement de type Hodge.
On pose

detE· =
⊗

0�i�n

(
detEi

)(−1)i
, detH ·(E·)=

⊗
0�i�n

(
detHi(E·)

)(−1)i
. (13)

Alors par [10], on a l’isomorphisme canonique detE· � detH ·(E·). Soit dethE
·

la métrique généralisée s
detE· associée àhE

·
. Elle sera notée, par abus de notation, sous la forme‖ · ‖2

detE· . Cette métrique généralisé
a maintenant un signe.

Notons que la restriction dehE
·

àE·
0 est une métrique généralisée. Elle induit donc une métrique génér

sur detE·
0, qu’on note‖ · ‖2

detE·
0
. Notons que comme detE· � detE·

0, on a ainsi deux métriques généralisées

detE·.
On pose

S
(
E,hE

·) =
n∏(

detD2|Ei∗
)(−1)i i

. (14)

i=1
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Le réelS(E,hE
·
) sera appelé torsion analytique généralisée. Son signe est arbitraire. On a alors la rela

étend une formule bien connue pour les métriques hermitiennes classiques,

‖ · ‖2
detE· = S(E,hE·)‖ · ‖2

detE·
0
. (15)

Les arguments de Quillen [14] sur la construction de la métrique de Quillen par troncation du spectre
être convenablement modifiés. Soit en effetλ,µ ∈ SpD2. Siµ �= λ, il résulte de ce qui précède queE·

λ etE·
µ sont

hE
·
orthogonaux. De plus la restriction dehE

·
àE·

λ +E·
λ

est non dégénérée.

Soit alorsr ∈ R tel que siλ ∈ SpD2, alors|λ| �= r. Posons

E·
<r =

⊕
λ∈SpD2

|λ|<r

E·
λ, E·

>r =
⊕

λ∈SpD2

|λ|>r

E·
λ. (16)

Alors lesE·
<r,E

·
>r sont des sous-complexeshE

·
orthogonaux dansE, et leur somme est égale àE·. En particulier

la restriction dehE
·
à chacun d’entre eux est non dégénérée. On peut donc adapter ces arguments de Qui

ce contexte quand(E·, ∂) est un fibré vectoriel sur une variétéS. Comme dans Quillen [14], ces arguments doiv
ultérieurement être appliqués dans un cas oùE· est de dimension infinie.

3. L’adjoint de l’opérateur de de Rham relativement à une forme bilinéaire

Soit M une variété, soitη une forme bilinéaire non dégénérée surTM. Alors η induit une identification
φ :TM → T ∗M, de telle sorte que

η(U,V )= 〈U,φV 〉. (17)

On noteη∗ la forme bilinéaire correspondante surT ∗M. Alors η∗ induite une forme bilinéaire correspondante
Λ·(T ∗M). SoitdvM une forme volume surM.

Soit (Ω ·(M), dM) le complexe de de Rham des formes à support compact dansM. On munitΩ ·(M) de la
forme bilinéaire non dégénérée,

〈s, s′〉φ =
∫
M

η∗(s, s′)dvM. (18)

Notons que la forme (18) n’est en général pas symétrique.
Soit d̄Mφ l’adjoint formel dedM relativement à (18), de telle sorte que sis, s′ ∈Ω ·(M),〈
s, dMs′

〉
φ

= 〈
d̄Ms, s′

〉
φ
. (19)

Si η est associée à une forme symplectiqueω surM, on montre que[
dM, d̄Mφ

] = 0. (20)

Plus généralement, siF est un fibré complexe plat surM, muni d’une métrique hermitienne, on peut mu
le complexe de de Rham(Ω ·(M,F), dM) d’une forme sesquilinéaire, qui est l’extension évidente de (18)
désigne encore par̄dMφ l’adjoint dedM .

4. Le cas du fibré cotangent

SoitX une variété compacte de dimensionn, et soitπ :T ∗X→X son fibré cotangent. Soitθ = π∗p la 1-forme
canonique deT ∗X, et soitω = dθ la forme symplectique deT ∗X. Alors T ∗X est muni de la forme volum
associée dvT ∗X .
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SoitF un fibré plat hermitien surX. On pose

ω
(∇F ,gF ) = (

gF
)−1∇F gF . (21)

Alorsω(∇F ,gF ) est une 1-forme surX à valeurs dans End(F ).
On peut alors appliquer la construction de la Section 3 à(Ω ·(T ∗X,π∗F), dT ∗X), pourη = ω. Dans ce cas, o

désigne par̄dT
∗X l’adjoint dedT

∗X . Cet adjoint sera aussi appelé adjoint symplectique. Siω
(∇F ,gF ) = 0, d’après

ce qui précède on a[dT ∗X, d̄T
∗X] = 0. En général, l’opérateur[dT ∗X, d̄T

∗X] est d’ordre 0.
Pour poursuivre la construction, on introduit une métrique RiemanniennegTX surTX. Si nécessaire, on identifi

les fibres deTX et T ∗X pargTX . Soit ∇TX la connexion de Levi-Civita surTX. La connexion∇TX induit les
scindages,

T T ∗X = π∗(T X⊕ T ∗X), T ∗T ∗X = π∗(T ∗X⊕ TX). (22)

On en déduit l’identification,

Λ·(T ∗T ∗X)= π∗(Λ·(T ∗X) ⊗̂Λ·(T X)
)
. (23)

On notera avec un̂ les objets se rapportant aux deuxième facteur à droite de (23). Soit∇Λ·(T ∗T ∗X) la connexion
induite par∇TX surΛ·(T ∗T ∗X).

On pose

φ =
(

1 −1

1 0

)
. (24)

On identifieφ à un automorphisme deT T ∗X = TX⊕ T ∗X. La forme bilinéaireη correspondante surT T ∗X est
donnée par

U,V → η(U,V )= 〈π∗U,π∗V 〉gTX +ω(U,V ). (25)

Soit H :T ∗X → R une fonctionC∞. Soit YH le champ de vecteurs hamiltonien surT ∗X associé àH, de telle
sorte que

dT
∗XH+ iYHω= 0. (26)

Soit e1, . . . , en une base orthonormale deTX, soit ê1, . . . , ê n la base duale correspondante deT ∗X. On pose

∇̂VH = ∇êiHêi .

Définition 4.1. Soit d̄T
∗X

φ l’adjoint dedT
∗X relativement àη, gF et dvT ∗X . On pose

dT
∗X

H = e−HdT
∗X eH,

λ0 = ei ∧ iêi ,
d̄T

∗X
φ,H = eHd̄T

∗X
φ e−H,

δT
∗X,V = −iêi∇êi .

(27)

Proposition 4.2. On a les identités suivantes,

dT
∗X

H = dT ∗X + dT ∗XH,
d̄T

∗X
φ,H = d̄T ∗X − iYH − [

d̄T
∗X − iYH , λ0

] = d̄T ∗X − i
YH−∇̂VH + δT ∗X,V .

(28)

5. Une propriété d’autoadjonction

On pose

f =
(

1 1
1 2

)
, F =

(
1 2
0 −1

)
. (29)



476 J.-M. Bismut / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004) 471–476

nfin que

s Le Jan.

e.

François

al. 4 (2)

ferential

. 39 (1)
Alors f définit un produit scalaire surR2, etF est une involution isométrique deR2. On identifief à un produit
scalairegΩ

·(T ∗X,π∗F) sur T T ∗X = TX ⊕ T ∗X, et F à l’involution correspondante deT T ∗X. On supposeH
invariant par l’involutionp→ −p.

Définition 5.1. Soit 〈·〉gΩ·(T ∗X,π∗F) le produit Hermitien surΩ ·(T ∗X,π∗F) associé àgT T
∗X,gF et dvT ∗X . Soitu

l’involution isométrique deΩ ·(T ∗X,π∗F) telle que sis ∈Ω ·(T ∗X,π∗F),

us(x,p)= Fs(x,−p). (30)

Soit 〈·〉
hΩ

·(T ∗X,π∗F) la forme hermitienne surΩ ·(T ∗X,π∗F),

〈s, s′〉
h
Ω·(T ∗X,π∗F)
H

= 〈
us, s′ e−2H〉

gΩ
·(T ∗X,π∗F) . (31)

Notons que cette forme hermitienne est aussi loin qu’il est possible d’une métrique hermitienne. Notons e
contrairement à (18), elle a la propriété de symétrie qui en fait effectivement une forme hermitienne.

Théorème 5.2.L’opérateur d̄T
∗X

φ,2H est l’adjoint formel de dT
∗X pour 〈·〉

hΩ
·(T ∗X,π∗F) .
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