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Résumé

Manin associe a une algébre quadratique (espace quantique) le groupe quantique matriciel de ses automorphismes. L'object
de cette Note est de montrer que la construction de Manin peut s’étendre pour des espaces quantiques qui sont des algébr
homogénes non-quadratiques. La classification d’Artin—Schelter des algebres régulieres de dimension globale trois contien
deux types d'algébres : quadratiques et cubiques. Ewen et Ogievetsky ont classifié les groupes quantiques matriciels qui sor
des déformations de GB) correspondant aux algebres quadratiques dans la classification. Dans cette Note on considére en tant
gu'espaces quantiques les algébres cubiques d’Artin—Schelter et on construit des algébres de Hopf de leurs automorphisme
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Abstract

Automor phisms of cubic algebras. Manin associated to a quadratic algebra (quantum space) the quantum matrix group of
its automorphisms. This Note aims to demonstrate that Manin’s construction can be extended for quantum spaces which are
non-quadratic homogeneous algebras. The Artin—Schelter classification of regular algebras of global dimension three contain:
two types of algebra: quadratic and cubic. Ewen and Ogievetsky classified the quantum matrix groups which are deformations
of GL(3) corresponding to the quadratic algebras in the Artin—Schelter classification. In this Note we consider the cubic Artin—
Schelter algebras as quantum spaces and construct Hopf algebras of their automofehésimshis article: T. Popov, C. R.

Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
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Les espaces vectoriels, les algeébres, etc. considérés ici sont tous sur uK dospsle caractéristique 0. On
adopte dans toute cette Note la convention d’Einstein de sommation des indices répétés.

Une algebreV-homogene [2,3] est une algebre de la fore- A(E, R) = T(E)/(R) ou E est un espace
vectoriel de dimension finiel'(E) son algebre tensorielle €R) I'idéal bilatére engendré par un sous-espace
R C E®N . Le dualA' de A = A(E, R) est défini comme l'algébré/-homogéned’ = A(E*, R) ol E* est le
dual deE et R c E*®N = (E®N)* est I'annulateur d®. On a(A")' = A.

Pour deux algebre¥-homogenesi et A’ on définit I'algebreN-homogened o A’ par

Ae A =A(E®RE',nn(R®R))),
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olrmy estla permutationy(e1® - Qey @ e]®---Qepy) =e1®e)---ey @ ely.

L'algébreend.A) = A' o A est munie canoniquement d’une structure de bigébre [3,8] avec coprb@tito-
unitée tels queA (u;/) = u;* ® uy’/ ete(u;7) = 8;7. Lalgébre A est un comodule & gauche snd A) [3,8] avec
coactions telle que

S(Xi)zuij@)x]'. (1)
De mémeA' est un comodule & gauche pand.A') = A e A' avec
sEH=> il @ 2)
J

On identifie les espaces sous-jacentside .A', doncend .A) etend.A') au moyen de la forme bilinéaigd’ = 5/,
£ =g"x;=x, ik = g™ uil gji = ui! ©))
et on désigne pa#(A) la bigébre ainsi obtenue (quotient éled.A) etend.A")).

Une algébre graduéd est réguliére de dimensiah au sens de Artin—Schelter [1] quand elle satisfait aux
conditions suivantes :

(i) A est de dimension homologique globale fidi¢g¢-dim A = d),
(ii) A est a croissance polynomiale (i.ek-dim.A < 00),
(iii) A est Gorenstein (i.e., on a ExtK, A) = 84,,K).

Si A est une algébr&/-homogeéne réguliére, son dual est une algébre de Frobenius [4]. En particulier on a
dim.A, =1 pourm = maxi | A} # 0}.

A chaque algébre&v-homogéne on associe canoniquement un complexe de Kb&zd) = C1.o(L(A)) (voir
'appendice de [5] et [3,4]). Si4 est N-homogéne et réguliere de dimension globélalors la propriété de
Gorenstein implique qué’(.A) fournit une résolution d&, i.e., H(L'(A)) = HY (L' (A)) = A}, ~ K.

Donc la cohomologie dé’(A) est une(A)-comodule unidimensione&lﬁn sur lequek(A) coagit par I'élément
D =D(A) qu'on appellera lguasi-déterminant homologique

S:A, > (DA,  §(wA)=DUA awA). (4)

Dans le cas quadratiqué = 2, D coincide avec leléterminant homologiqué].

Lemme 1. Soitw(A) = wy,_q £%...£%, SiIK = w?w, € K est inversible alors
1 m
D=K lorusBop = K 1omn ualbl .. .uambmwhl,,,bm (5)

etlonaA(D)=DDete(D)=1.

Démonstration. En vertu de (2) la coaction dg.A) surw € A’ (4) prend la forme
uABa)B =Dwy d’ou a)AuABa)B = D(,z)Aa)A =KD,
A(D):lC_lwAuAC(X)ucBwB=IC_lDwC®ucBw3=D®D, (6)
e(D) =K Yo eual)op = K o848 wp = 1.
La classification [1] des algébres régulieres de dimension globale 3 contient des algébres homogenes

quadratiques ¥ = 2) et cubiques ¥ = 3). Elle repose sur le fait que I’espaaén de dimension 1 est de la
forme particuliére (Proposition 2.4 de [1])

A =E*®QR*NR*®E*, m=N+1 (7)
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Les coordonnées de(A) 'A!N-i-l dans une base fixée sont une représentation du groupe cyZligueagissant
sur les indices de (A) = w; &7,

0 (Witiyiy1) = Qiyiriziy = Ws-1(), O € ZN+1-

En vertu de (7) on peut écrire I'invariantde deux maniéres
w=¢fr=grt' = 0 f1&', )

oug; = Ql.’ f; estune autre base d&

Par changement des bases on peut amener la métraamns la forme canonique de Jordan. Artin et Schelter
ont demontré que le® non-diagonales n'apportent pas des nouvelles algébres réguliéres par rapport @ux cas
diagonales [1].

Donc il suffit de regarder les cas o les matrigesont diagonales telles qué'*1 =1,

N+1
o(wai) =wis = Qiiwa; telles quel_[ Qiip =1 9
k=1
Les types d’'algébres dans la classification [1] correspondenZaux-représentationsQ, ) irreductibles, il
existe 7 (6) représentation®), w) de Zs (Z4). Ewen et Ogievetsky [7] ont classifié les groupes quantiques
matriciels qui sont des déformations de @).correspondant aux algebres quadratiques dans la classification [1].

Par la suite,A désigne une des algébres cubiques régulieres dudy@g H, S1, Sz ou S, répertoriées dans
la table (3.9) de [1] avec leurs donné@®, w). L'algebre A a deux générateurs = Kx & Ky, deux relations
R=Kfi®dKf et

w=Eff +nfs = giE +gin= QufiE+ Qnfsn, we Al (10)

Proposition 2. La bigébree(A) est un monoide a gauckédroite) de Cramer quand il existe des éléments adjoints
a gauchga droite) tels que

S ()i’ =D& =De(u;')  (=u;*Salwi')). (11)
L'algébre A est dite générique quand les coefficient®t x2(k! eti?) sont non-nuls

szwAijjyéO (i?izwiAwiAyéO). (12)
Pour A générique les éléments adjoints a gauthdroite) sont définis par

Se(uj) = tep oM uaPwp; (Saluj’) = (&) "o uaw;s). (13)

Démonstration. Pour.A générique on vérifie quetiw,; = Kj(S;. aveck; # 0 doncona
Sg (Mjk)uki = (Kj)_la)AkMAkBia)Bj = DwBinj (Kj)_l = 'Da; = Ds(uji). (14)

Les algebresA du typeE, H et les points particuliers des typas S; et S» ou les conditions (12) ne sont pas
satisfaites sont dites non génériques.

Proposition 3. Dans le monoide de Cramet.A) pour A géneérique I'élément adjoint a gaucl (u;') est lié a
I'élément adjoint a droiteS, (u ;') via la relation

S (') =h"1Sa(u;"), (15)
ouh =1 pour A des typest et Sy, h = —1 pour Sz eth = —2/3 pour S,.
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Démonstration. Calcul direct en utilisant la cyclicité (9%,(k;) = &' = (Qii)%«;.

Corollaire 4. Le quasi-determinar® = D(A) (pour A générique) est un élément quasi-central du monoide de
Cramere(A),

ui'D=h"Du;’ . (16)
Démonstration. Résulte de I'associativité en utilisant la structure de monoide de Cramer.

Théoréme 5. Soit.A une algébre cubique réguliére de dimension glokigbarmi les(points génériques des/pes
A, 81, 2, Sy [1]. SoitH(A) la bigébree(A) alaquelle on a adjoint l'invers® ! deD avecA(D~1) = D~ 1D 1!
ete(D~1) = 1. Alors H(A) est une algébre de Hopf avec antipasieéfinie par

g(u,’j) :'D_]'Sg(u,'j) :Sd(uij)'D_l (17)
etl'onaS(D)=DL.

Démonstration. En vertu de (11) la structure de bigelaied) est compatible avec I'antipode
mo(ld®S)oA=mo(S®Id)oA=noe, (18)

oum etn désignent la multiplication et l'unité de I'algebeéA). En appliquant la condition de compatibilité (18)
surD on obtient

S(D)YD =DE(D) =noe(D) =14 (19)
en utilisant (6) ety : 1+ 1,(4). DoncS(D) =D~ L.

On s’attend a ce que toutes IB§.A) soient & croissance polynomiale. Dans le caglagst du typeS, on peut
montrer quegk-dimH(.A) = 7 (dommage que ce ne soit pas82) ; ceci pourrait &tre vrai en général.

Parmi les algebres du ty@g on trouve les cas les plus simples des algébres de Heisenberg [1], de Yang—Mills
[5] ainsi que des algebres liées a la parastatistique [6].
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