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Résumé

Dans un article récent, Vishik montre que le système d’Euler bidimensionnel est globalement bien posé dans l’e
Besov critiqueB2

2,1. Nous montrons ici que le système de Navier–Stokes est globalement bien posé dansB2
2,1, avec des

estimations uniformes par rapport à la viscosité. Nous prouvons également un résultat global de limite non visqueuse. Le t
de convergence dansL2 est de l’ordreν. Pour citer cet article : T. Hmidi, S. Keraani, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Inviscid limit for Navier–Stokes system in a critical space. In a recent paper, Vishik proved the global well-posednes
the two-dimensional Euler equation in the critical Besov spaceB2

2,1. In the present paper we prove that Navier–Stokes sys

is globally well-posed inB2
2,1, with uniform estimates on the viscosity. We prove also a global result of inviscid limit.

convergence rate inL2 is of orderν. To cite this article: T. Hmidi, S. Keraani, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Les systèmes de Navier–Stokes et Euler incompressibles sont décrits par

(NSν)




∂tvν + vν · ∇vν − ν�vν = −∇pν,

divvν = 0,

vν |t=0 = v0
et (E)




∂tv + v · ∇v = −∇p,

divv = 0,

v|t=0 = v0,

où ν est un paramètre positif désignant la viscosité du fluide. Les scalairespν et p représentent la pression. No
savons que le système de Navier–Stokes est localement bien posé pour toute donnée initiale dansHs, s � d

2 − 1
(voir [2]). Le résultat est en fait global lorsqu’on est en dimension deux d’espace. Par ailleurs, le système
est localement bien posé dans les espaces de SobolevHs dès ques > d

2 + 1 (voir par exemple [4]). En revanch
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1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.02.013
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si l’on remplace l’espace critiqueH 1+d/2 par B
1+d/2
2,1 , alors on peut assurer un résultat local d’existence d

unique solution (voir [1]). Lorsqu’on est en dimension deux d’espace, la solution d’Euler est globale pour to
donnée surcritique. Récemment, Vishik a montré dans [6] que la solution d’Euler est globale en dimension d
dans les espaces critiquesB

1+2/p

p,1 , avecp ∈ ]1,+∞[.
Concernant la limite non visqueuse, on peut établir (voir [5]) que si la donnée initiale est dans un

Hs, s > d
2 + 1, alors il existe un temps communT > 0 tel que la solution de Navier–Stokes converge fortem

vers celle d’Euler. Le taux de convergence dans l’espaceL2 est de l’ordreν. Un résultat semblable est établi da
les espacesB1+d/p

p,1 mais localement en temps, même en dimension deux [1].
Dans ce travail, nous allons montrer qu’en dimension deux le système de Navier–Stokes est globalem

posé dans l’espace critiqueB2
2,1, avec un contrôle uniforme par rapport à la viscosité. Nous prouvons égale

un résultat de limite non visqueuse. Toutefois la démonstration ne s’adapte pas aux espacesB
1+2/p

p,1 lorsquep > 2.

Pour définir les espaces de Besov en question, nous aurons besoin de la décomposition de Littlewood–Pal
il existe deux fonctions positives et régulièresχ etϕ qui sont supportées respectivement dans une boule e
couronne telles que, pour toutξ ∈ R

d,

χ(ξ) +
∑
q�0

ϕ
(
2−qξ

) = 1 et
1

3
� χ2(ξ) +

∑
q�0

ϕ2(2−qξ
)
� 1. (1)

On pose alors pour toute distribution tempéréeu

�−1u = χ(D)u ; ∀q ∈ N, �qu = ϕ
(
2−qD

)
u et Squ =

∑
−1�p�q−1

�pu.

Ainsi on définit les espaces de BesovBs
p,1, avecp � 1 ets ∈ R, par

Bs
p,1 =

{
u ∈ S′(

R
d
) ; ‖u‖Bs

p,1

déf=
∑

q�−1

2qs‖�qu‖Lp < +∞
}
.

Voici notre principal théorème.

Théorème 1.1. Soit v0 un champ de vecteurs de R
2 à divergence nulle et appartenant à B2

2,1. Alors le système

(NSν) possède une unique solution globale dans L∞
loc(R+;B2

2,1) satisfaisant l’estimation uniforme en ν

∥∥vν(t)
∥∥

B2
2,1

� C
∥∥v0

∥∥
B2

2,1
exp

(
e

expCt‖v0‖
B2

2,1
)
.

De plus, la solution de (NSν) converge vers celle d’Euler, quand la viscosité tend vers zéro, dans tous les espaces
B2−s

2,1 , pour tout s > 0 :
∥∥vν(t) − v(t)

∥∥
L2 � C(νt)

∥∥v0
∥∥

B2
2,1

e
expCt‖v0‖

B2
2,1 . (2)

2. Limite non visqueuse

La démonstration de l’estimation (2) repose sur une méthode d’énergie faisant appel aux estimations suivan
prouvées dans [6] :∥∥v(t)

∥∥
B2

2,1
� C

∥∥v0
∥∥

B2
2,1

e
expCt‖v0‖

B2
2,1 et

∥∥∇v(t)
∥∥

L∞ � C
∥∥v0

∥∥
B2

2,1
e
Ct‖v0‖

B2
2,1 . (3)

En écrivant l’équation régissantWν = vν − v et en se servant d’une estimation d’énergieL2, alors on trouve grâc
à l’incompressibilité du flot
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dt

∥∥Wν(t)
∥∥2

L2 + ν
∥∥∇Wν(t)

∥∥2
L2 � ν‖�v‖L2‖Wν‖L2 + ‖∇v‖L∞‖Wν‖2

L2.

Donc, on obtient suite à une intégration en temps et une application du lemme de Gronwall,

∥∥Wν(t)
∥∥

L2 � ν

t∫
0

∥∥�v(τ)
∥∥

L2 dτ e
∫ t

0 ‖∇v(τ )‖L∞ dτ .

Il suffit à ce stade d’utiliser les estimations (3) pour déduire (2).

3. Effet régularisant

En dimension deux, le tourbillonων = ∂1v
2
ν − ∂2v

1
ν satisfait l’équation

(TDν) ∂tων + vν · ∇ων − ν�ων = 0.

Nous avons déjà établi dans [3] le résultat suivant qui se démontre à l’aide d’un changement de variables lagrang

Proposition 3.1. Soit ω0 ∈ Lp, avec p ∈ [1,+∞] et vν une solution de (NSν) qui soit lipschitzienne. Alors, pour
tout q ∈ N on a l’estimation

ν22q

t∫
0

∥∥�qων(τ )
∥∥

Lp dτ � C
∥∥ω0

∥∥
Lp

(
1+

t∫
0

∥∥∇vν(τ )
∥∥

L∞ dτ

)
.

4. Estimation Lipschitz de la vitesse

Nous allons voir que l’estimation (2) combinée avec l’effet régularisant permettent de contrôler la q∫ t

0 ‖∇vν(τ )‖L∞ dτ. SoitN un entier positif. Alors l’inegalité triangulaire donne

t∫
0

∥∥∇vν(τ )
∥∥

L∞ dτ �
t∫

0

∥∥∇SNv(τ)
∥∥

L∞ dτ +
t∫

0

∥∥∇SN(vν − v)(τ )
∥∥

L∞ dτ +
t∫

0

∥∥∇(Id − SN )vν(τ )
∥∥

L∞ dτ.

(4)

Signalons d’abord que l’inégalité de convolution entraîne

t∫
0

∥∥∇SNv(τ)
∥∥

L∞ dτ � C

t∫
0

∥∥∇v(τ )
∥∥

L∞ dτ. (5)

D’un autre côté, nous avons par le biais de l’inégalité de Bernstein et l’estimation (2)

t∫
0

∥∥∇SN(vν − v)(τ )
∥∥

L∞ dτ � C22N

t∫
0

∥∥(vν − v)(τ )
∥∥

L2 dτ � Cνt22N e
expCt‖v0‖

B2
2,1 . (6)

Pour la majoration du dernier terme de (4), on utilise la Proposition 3.1, qui implique

t∫ ∥∥∇(Id − SN)vν(τ )
∥∥

L∞ dτ � C
∑
q�N

t∫ ∥∥�qων(τ )
∥∥

L∞ dτ � C
‖ω0‖L∞

ν22N

(
1+

t∫ ∥∥∇vν(τ )
∥∥

L∞ dτ

)
. (7)
0 0 0
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En reportant (5), (6) et (7) dans (4), on trouve
t∫

0

∥∥∇vν(τ )
∥∥

L∞ dτ � C
(
1+ νt22N

)
e

expCt‖v0‖
B2

2,1 + C
‖ω0‖L∞

ν22N

(
1+

t∫
0

∥∥∇vν(τ )
∥∥

L∞ dτ

)
.

Par conséquent, en choisissantN tel que

C
‖ω0‖L∞

ν22N
� 1

2
,

alors on aura
t∫

0

∥∥∇vν(τ )
∥∥

L∞ dτ � C
(
1+ t

∥∥ω0
∥∥

L∞
)
e

expCt‖v0‖
B2

2,1 � C e
expCt‖v0‖

B2
2,1 . (8)

5. Fin de la preuve

Désormais, pour alléger les notations, le tourbillon visqueux ne sera pas indexé parν. En appliquant l’opérateu
de troncature en fréquences�q à l’Éq. (TDν) et en posantωq = �qω, on aura

∂tωq + v · ∇ωq − ν�ωq = −[�q,v · ∇]ω.

Or, nous avons l’estimation suivante qui est démontrée par exemple dans [6].∥∥[�q,v · ∇]ω∥∥
Lp � C‖∇v‖L∞

∑
j�q−N0

2q−j‖�jω‖Lp .

Donc en prenant le produit scalaireL2 avecω̄q et en se servant de l’incompressibilité du flot, on trouve

∥∥ωq(t)
∥∥

L2 �
∥∥ωq(0)

∥∥
L2 + C

t∫
0

∥∥∇v(τ )
∥∥

L∞
∑

j�q−N0

2q−j
∥∥�jω(τ)

∥∥
L2 dτ.

En multipliant par 2q et en sommant sur lesq, on trouve grâce à l’inégalité de convolution de Young

∥∥ω(t)
∥∥

B1
2,1

�
∥∥ω0

∥∥
B1

2,1
+ C

t∫
0

∥∥∇v(τ )
∥∥

L∞
∥∥ω(τ)

∥∥
B1

2,1
dτ.

Donc le lemme de Gronwall donne∥∥ω(t)
∥∥

B1
2,1

�
∥∥ω0

∥∥
B1

2,1
eC

∫ t
0 ‖∇v(τ )‖L∞ .

Pour estimer les hautes fréquences de la vitesse, on utilise la relation�vi = (−1)i−1∂iω. Les basses fréquenc
dev sont contrôlées grâce à l’inégalité d’énergie.
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