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Résumé

Nous étudions la géomètrie sous-riemannienne des équations différentielles stochastiques conduites par des
générant des lacets dans les groupes de Carnot libres.Pour citer cet article : F. Baudoin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338
(2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Stochastic differential equations driven by loops in Carnot groups.The subriemannian geometry of stochastic differen
equations driven by processes generating loops in free Carnot groups are studied.To cite this article: F. Baudoin, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans cette Note, nous considérons dansRn une équation différentielle stochastique qui s’écrit sous la form

X
x0
t = x0 +

d∑
i=1

t∫
0

Vi(Xs) ◦ dMi
s, 0 � t � T , (1)

où :

(1) x0 ∈ Rn ;
(2) V1, . . . , Vd sont des champs de vecteursC∞ bornés surRn ;
(3) ◦ désigne l’intégration au sens de Stratonovitch ;
(4) (M1

t , . . . ,Md
t )0�t�T est une semi-martingale à valeurs dansRd générant un lacet de longueurT dans le groupe

libre de Carnot de profondeurN au dessus deRd .
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Nous étudions la géomètrie sous-riemannienne canoniqueassociée à ce type d’équations, et tirons de cette é
certaines propriétés de la variable aléatoireX

x0
T .

2. Espace des lacets sur un groupe de Carnot libre

Considérons une algèbre de Lie libreg qui peut être graduée de la façon suivante

g = V1 ⊕ · · · ⊕ VN,

avec[Vi ,Vj ] ⊂ Vi+j et Vs = 0, pours > N . On suppose de plus que dimV1 = d et queV1 engendreg. Il est
facile de voir queg est l’algèbre de Lie d’un unique groupe de Lie simplement connexe qui sera noté
la suiteGd,N . Ce groupe s’appelle le groupe libre de Carnot de profondeurN sur l’espace vectorielV1. Une
courbec : [0,1] → Gd,N qui est absolument continue est dite horizontale sic′ est presque sûrement dans
distribution invariante à gauche deGd,N qui est engendrée parV1. Fixons maintenant une fois pour toutes u
base(D1, . . . ,Dd) deV1. On dira qu’un cheminx → Rd absolument continu est un lacet de profondeurN et de
longueur 1 s’il existe une courbe horizontalec : [0,1] → Gd,N absolument continue telle quec(0) = c(1) = 0 et
πc = x où π est la projection canonique sur la base(D1, . . . ,Dd). L’ensemble des lacets de profondeurN sera
notéLN(Rd ). Considérons maintenant dansRn l’équation différentielle ordinaire :

yt = y0 +
d∑

i=1

t∫
0

Vi(ys)dxi
s, 0� t � 1, (2)

où :

(1) y0 ∈ Rn ;
(2) V1, . . . , Vd sont des champs de vecteursC∞ bornés surRn ;
(3) (xt )0�t�1 ∈ LN(Rd ).

NotonsL l’algèbre de Lie engendrée par les champs de vecteursVi et pourp � 2 par Lp la sous-algèbre
{[X,Y ], X ∈ Lp−1, Y ∈ L} (Remarquons queL1 = L). De plus, sia est un sous-ensemble deL, on note pour
x ∈ Rn, a(x) = {V (x), V ∈ a}. Dans ce paragraphe, nous ferons désormais l’hypothèse que pour tousy0
deRn, on aLN+1(y0) = Rn. On a alors le théorème de connectivité suivant.

Théorème 2.1.Poura et b dansRn, il existe au moins une courbey absolument continue et de la forme(2) telle
quey0 = a et y1 = b.

Ce théorème permet d’associer une distancenaturelle au système de contrôle (2) : Poura etb dansRn, on pose

dN(a, b) = inf

1∫
0

(
d∑

i=1

(
xi
s

)2

)1/2

ds,

où l’infimum est pris sur les lacetsx de profondeurN tels que le processusy résolvant (2) vérifiey0 = a et
y1 = b. Il est facile de vérifier que cela définit bien une distance surRn. Nous nous intéressons maintenan
quelques propriétés importantes de l’espace métrique(Rn, dN). Précisons pour cela quelques notations. SiI =
(i1, . . . , ik) ∈ {1, . . . , d}k est un mot, on note|I | sa longueur etVI le commutateur[Vi1, [Vi2, . . . , [Vik−1,Vik ] . . .].
Pourx ∈ RN et k � N , on noteUk(x) l’espace vectoriel engendré par lesVI où I décrit l’ensemble des mot
dont la longueur est comprise entreN et k. É tant donné que l’on suppose qu’on a toujoursLN+1(x) = Rn, il est
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possible de trouver le plus petit des entiersk � N + 1 tels queUk(x) = Rn. On notera cet entierd(x). On suppose
qued(x) et (dimUk(x))N+1�d(x) ne dépendent pas dex. Nous omettrons donc lex dans nos notations.

Théorème 2.2.L’application identité(Rn,Euclidien) → (Rn, dN) estC1/d -Hölder et la dimension de Hausdor
de(Rn, dN) est égale à

∑d
k=N+1 k(dimUk − Uk−1).

3. Équations différentielles stochastiques conduites par des lacets browniens de profondeurN

3.1. Théorèmes de type Hörmander

Considérons sur le groupe de CarnotGd,N le processusY solution de l’équation différentielle stochastique

Yt =
d∑

i=1

t∫
0

Di(Ys) ◦ dBi
s, t � 0, (3)

où B est un mouvement brownien standardd-dimensionnel. Le théorème d’Hörmander assure l’existence
noyau de transitionC∞, pt(x, y) pourY .

Proposition 3.1.Pour chaqueT > 0, il existe un unique processus continu(QN
t,T )0�t�T tel que

(1) Presque sûrement,QN
t,T = 0 ;

(2) SiF est une fonctionnelle prévisible et bornée sur l’espace des trajectoires de(Yt )0�t�T ,

E
(
F

(
(Yt )0�t�T

) | YT = 0
) = E

(
F

((
QN

t,T

)
0�t�T

)) ;
(3) (QN

t,T )0�t�T est une semimartingale jusqu’au tempsT .

Le processus(QN
t,T )0�t�T sera appelé le lacet de longueurT surY .

Les composantes de(lnQN
t,T )0�t�T dans la baseD1, . . . ,Dd deV1 définissent une semimartingaled-dimen-

sionnelle qui sera appelée le lacet brownien de profondeurN et noté(PN
t,T )0�t�T . On considère maintenant un

équation différentielle stochastique du type

Xt = x0 +
d∑

i=1

t∫
0

Vi(Xs) ◦ dP
i,N
s,T , t � T , (4)

oùx0 ∈ Rn et où(P
1,N
t,T , . . . ,P

d,N
t,T )0�t�T est un lacet brownien de profondeurN .

Proposition 3.2.Pour chaquex0 ∈ R
n, on a une unique solution(Xx0

t )0�t�T de(4). De plus, le flot stochastiqu
(Φt ,0 � t � T ) correspondant estC∞.

Théorème 3.3. Supposons queLN+1 = 0, alors pour chaque solution(Xx0
t )0�t�T de (4), nous avons presqu

sûrementXx0
T = x0. À l’opposé, si on suppose queLN+1(x0) = Rn, alors pour la solution(Xx0

t )0�t�T de (4), la
variable aléatoireXx0

T a une densitéC∞ notéepT , qui sous les hypothèses de la section précédente satisfait

pT (x) ∼T →0
m(x)

T δ/2
,

avecm fonctionC∞ et δ dimension de Hausdorff de l’espace métrique(Rn, dN).



722 F. Baudoin / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004) 719–722

s,
4. Operateurs d’holonomie de profondeurN

On noteTr,s l’espace des tenseursC∞ de type(r, s) surRn qui ont un support compact.

Définition 4.1.On définit l’opérateur d’holonomie de profondeurN par(
HN

T K
)
(x) = E

(
(Φ∗

T K)(x)
)
, K ∈ Tr,s, x ∈ R

n,

oùΦ est le flot stochastique de l’Éq. (4).

Théorème 4.2.PourK ∈ Tr,s , on a la limite suivante dansL2,

lim
T →0

HN+1
T K − K

T N+1 = �N+1K,

où�N+1 est un opérateur du second ordre qui peut être écrit

�N+1 =
m∑

i=1

L2
Qi

avec:

(1) m = 1

N + 1

∑
k|N+1

µ(k)d(N+1)/k ;
(2) L dérivée de Lie;
(3) Qi ∈ LN+1 polynôme de Lie universel deL.
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