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Résumé

Soit V un sous-ensemble analytique complexe compact d’'une variété holomtfpheus allons définir des classes en
homologie, qui coincident, lorsqué est sans singularité, avec les duales de Poincai®y ) ~ [V] etc*(TV) ~[V] des
classes de Chern des fibrés normvgl et tangentT V. Cependant ces définitions dépenderont en général de la donnée d’'une
désingularisation : V' — V de V, excepté dans quelques cas particuliers tels ceux des courbes complexes ou des ensembles
qui sont localement intersection compléte (LCI). Ces classes permettent de généraliser des théories déja connues pour les LC
telle celle des indices de feuilletages relatifs & un sous-ensemble analytique invariant, ou celle des nombres et classes de Milno
Pour citer cet article: V. Cavalier et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Chern classes for analytic setd.et V be a compact complex analytical subset of a holomorphic maniold/e shall define
classes in homology, which coincide, whgrs non-singular, with the Poincaré duafg Ny ) ~ [V]andc*(TV) ~ [V] of the
Chern classes of the normal bundlg and of the tangent bund&V. However, these definitions depend in general on the data
on a desingularizationp: V' — V of V, except in some particular cases, as complex curves or sets which are locally complete
intersection (LCI). These classes make possible to generalize some theories already known for LCI, such as the various indice
of foliations relatively to invariant subsets, or the Minor numbers and classegethisarticle: V. Cavalier et al., C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 338 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let V be a compact complex analytical subset of pure complex dimemsiora holomorphic manifoldV.
Denote byVy the non-singular part of, Oy, the sheaf of germs of holomorphic functions &h Zy the sheaf
of germs of holomorphic functions oi vanishing onV, Oy the restriction toV of Oy /Zy (i.e., the sheaf of
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functions onV which are restrictions t& of holomorphic functions o), and\;; the conormal sheaf df, i.e.,
the restriction tov of Zy /Z%.

Letp: V' — V be a desingularization df (V' denotes some compact holomorphic nonsingular manifgld),
some prope€-analytical map inducing a biholomorphigs (Vo) — Vo (such a desingularization always exists,
after Hironaka [8] in the algebraic case and Btene and Milman [3] in the analytic case. Denote(®y (resp.
Ay) the sheaf of germs of holomorphic (re&panalyticalC-valued) functions orv’.

SinceV’ is compact and nonsingular, tbe,-coherent sheafly: ® -1, ) w‘l(N";) always admits after [1]
(Proposition 2.6) a locally free resolution of lengtiat most 2

0— Ay(ED) S Ayi(EF_y) — - = Ayi(ED) 2 Ayi(E§ 22 Ay @10, 9 XN}) = 0, (R)

whereE;‘ — V'’ denotes somR-analytical complex vector bundle ovef, andAV/(E;f) the sheaf of germs of its
R-analytical sections. Moreover, aftéij[[Propositions 2.7, 2.8), the eleme¥f, = Zfzo(—l)iE;“ € KO%(v’) does
not depend on the choice of the resoluti®nDenoting byE; the dual bundle oE}, we set:Ny: = Z{:O(—l)"Ei.

Remark 1. It may happen thaly: ®,-10,) gp‘l(J\/’(;) itself has aOy-locally free resolution of finite length: in
this case, it is not necessary to tensotdy sinceAy: is Oy -flat.

Definition 0.1. We call normal Cherrp-classes ofV into M the image inHz,—.) (V; Z) of the cohomologi-
cal Chern classes*(Ny+) of Ny: by the map which is the composition of the Poincaré duality—~ [V']:

H*(V';Z) — Hp(u—s(V';Z) in V' with the mape.: Hyp—«(V'; Z) — Hau—v(V;Z) induced byg in

homology:c,_«(Ny, @) := @+(c™ (Ny) ~ [V']). We call similarly tangential Cherp-classes of into M the
homology classes" (V. ¢) := ¢.[c™ (o~ (T M|y]) — [Ny/]) ~ [V']].

Definition 0.2. We define in a similar way,—; (Ny, ¢) := ¢«(cD(Ny) ~ [V']), andc"  (V, ¢) == gulcD (91
(ITM|y]) — [Ny/]) ~ [V']], where I = (i1, i2,...,i,) denotes a multi-index of integeiig > 0, ¢V(&) =
[(cD)r - (c@)iz... (c)r](€) in HA(V) (where|l| = i1+ 2i2+ -+ +ri;), andc,_, (§) = c'P(§) ~ [V]in
Hog—1p (V).

By abuse of notations, we still writg.(Ny) andc}fr(V) for setsV, if there is no ambiguity omp.

In case of compact complex curves, or of IISC there exists a well defined elemefi¥y] € K°(V) such
that Ny = ¢ 1[Ny ], and such that the Chern classes defined above in homology are the Poincare-duals of the
cohomological Chern classes &, and7TY"V := [T M|y — Ny]. These classes are thus independanp oand
already defined in cohomology. For curves, there exists only one desingularizatibe normalization, and
@*:KO(V) — KOV’) is a monomorphism, thugVy] := (¢*)X(Ny-). (For LCI's, the bundleNy,, normal to
the regular partp of V in M, has a natural extensiavy to all of V, hence its stable clagd/v]. In case of a curve
which is also LCI, both definitions giVy ] coincide.)

Applications (We refer to [7] for details): It turns out that we can extend to any analytical set the both following
theories, already known in full generality for LCI’s:

— on the one hand the various residue theorems relative to the situation of a holomorphic foliatbmwibm
respect to whichV is invariant: indice<CS of type Camacho—-Sad, indic&By of type Baum—Bott relative
to V (in particular indice$sSVof type Gomez-Mont Seade Verjovski), and variations of type Kanedani—Suwa
(cf. [9-11] for LCI), (by the way, we are giving a new interpretation of GS\Kistheory, generalizing the one
given in [6]),

— and on the other hand the Milnor numbers and classes of the singular pacbfi4] for LCI).
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1. Classes de Chern virtuelles des ensembles analytiques

SoitV ensemble analytique complexawgpact, de dimension complexe puralans une variété holomorphe
On noteVg la partie réguliére d&, Oy le faisceau des germes de fonctions holomorphe&fsdr, le faisceau des
germes de fonctions holomorphes $filqui s’annulent su¥, Oy la restriction & de Oy, /Zy (i.e. le faisceau des
germes de fonctions st qui sont restrictions & de fonctions holomorphes sif), et Vj; le faisceau conormal
deV (i.e. larestriction & deZy/Z2).

Soity: V' — V une désingularisation dé (V' est une variété holomorphe compacte sans singularitg)eé
applicationC-analytique propre induisant un biholomorphisgiet(Vo) — Vo (une telle désingularisation existe
toujours, d’aprés Hironaka [8] dans le cas algébrique et Bierstone et Milman [3] dans le cas analytique). Notons
Oy (resp.Ay’) le faisceau des germes dmttions holomorphes (resR-analytiques et a valeurs daB@$ sur V',

De [1] résulte la

Proposition 1.1.Le faisceaudy -cohérentAy. ®y-1(0y) <p‘1(/\/{';) admet toujours une résolution localement libre
de longueur finie < 2n

0— Ay/(EH i Ay (EF () — - — Ay (ET) e} Ay(E§) i} Ay ®y-10,) ga_l(./\/{';) — 0, (R)

ou E;k — V'’ désigne un fibré vectoriel compleReanalytique de bas&’, etAV/(E;?) le faisceau des germes de

ses section®-analytiques. En outre, I'élément}, = Zfzo(—l)iE;" dansk°(V’) ne dépend pas du choix de la
résolutionRR.

NotantE; le fibré dual deE’, posons Ny = Z?zo(—l)"Ei.

Remarque 1.1l se peut queDy’ ®,-10,) ga‘l(J\/{ﬁ) admette lui-méme une résoluti@h, -localement libre de
longueur finie : dans ce cas, il n’est pas nécessaire de tensoriséy pgour définirNy,, puisquedy: estOy-plat.

Définition 1.2.Nous appellerong-classes de Chern normalesWd&ansM et nous noterons,_.(Ny, ¢) 'image
dansH(,—.)(V; Z) des classes de Cheff(Ny+) de Ny en cohomologie, par I'application obtenue en composant
la dualité de Poincaré) ~[V']: H%(V'; Z) — Ho(—)(V'; Z) dansV’ avec I'applicationy.. : Hyg—x)(V'; Z) —
Hy(,—)(V; Z) induite parp en homologie :

cns(Nv. @) 1= i (D (Ny)) ~[V]).

Définition 1.3. De méme, nous appellerogsclasses de Chern tangentielles dedansM, et nous noterons
V' (V. ) les classes d’homologi€™ . (V, ¢) = ¢.[c® (¢ (TM|y]) — [Ny]) ~ [V']]. De fagon analogue,
on définit

cn1(Ny, @) :=u(cD(Ny) ~[V']) et "/ (V, ) :=g.[cD (¢ (ITMIv]) = [Ny/]) ~ V1],
ol cD(E) =[(cP)r- (c@)2...(c)r](§) dansHA(V) (avec :|I| = i1+ 2ip+ - +riy), [ = (i1, i2, ..., ir)

désignant un multi-indice formé d’entieirs> 0, etc, , (§) = cD(&) ~ [V] dansHzg,— 1, (V).

Nous écrirong.,(Ny) au lieu dec.(Ny, ¢) lorsque ces classes ne dépendent pas, @eiquel cas, les classes
V'V, ¢) n’en dépendent pas non plus, puisqu'égalps;éc’ (M)|v) ~ cu-1;,)(Ny) :onles noteraY" (V). Par
abus de notations, nous écrirons enaqI&Vy ) et c*V"(V) s'il n'y a pas d’ambigité sup.
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2. Cas particuliers : Courbes complexegt intersections canplétes locales

Dans ces deux cas, il existe un élément bien défiii] € K°(V) tel que, pour toute désingularisation
V' — VdeV, Ny =¢ LNyl ettel que les classes de Chern définies ci-dessus en homologie soient les duales
de Poincaré dang des classes de Chern en cohomologi@/glest TV'V := [T M|y — Ny ]. Ces classes sont donc
indépendantes dg, et déja définies en cohomologie. (Pour les courbes, il n'existe qu’une seule désingularisation
& isomorphisme prés, la normalisation g&t K9(V) — K9(V’) est un monomorphisme. Pour les LCI, le fibré
normalNy, ala partie régulieréo de vV admet un prolongement naturel a tautOn en déduif Ny | dans chacun
de ces deux cas. Si une courbe analytique complexe compacte est en méme temps LCI, les deux définitions o
[Ny] données ci-dessus coincident.)

3. Exemples
3.1. Quintique

Notant(X, Y, Z, T) (resp.(u, v)) les coordonnées homogénes d&ggresp.P1), la quintiquel” dansM = IP3,
égale a I'image du morphismedeP; dansP3 défini par

X=u?, Y=ut, Z=u® T=1°

est une courbe algébrique complexe compacte. Elle admet I'origine [0, 0, 0, 1] comme seul point singulier, et
n’est pas intersection compléte au voisinage de ce point. Nbtaletfibré tautologique d&1, L celui dePs, Loet

L leur fibré dual, le fait que le degré desoit 5 se traduit par la relatiopr 1L = Lg. La courbel” est définie par les
trois équations = Y2 —XZ, G = X3 —YZT, etH = Z2T — X2Y de degrés respectifs 2,3 et 3, et qui engendrent
toutes les autres équations satisfaitesIpa€es équations sont liées par les deux relat¥hg + ZG + YH =0
etZTF +YG + XH =0, toutes deux de degré 4, et qui engendrent toutes les autres relations satisfditas par
et H. On en déduit un début de résolution :

<x2 ZT)
z ¥ (F G H)

or((L?@®2L3|r) —— Nj—0.

20r(L*r)
Apres image réciproque par on obtient une résolutio@p, -localement libre d&p, ®,-10,. Ny

0— Op, (L(ZJJ') ﬁ) Op, (ZL(ZJO) i) Op, (L%o (&) ZL%S) g Op, ®y-10p ./\/;i — 0.

On en déduit p~L([N}1) = [L0+2L3° — 2130+ L21]. Notantp¢ Iimage réciprogue d’'un élémente Im[(p)* :
KO(I) — K9(Py)] par le monomorphismeép)*, on obtient :

[NP1=[L2+2L% - 2L%)| .+ ¢L3", et TV'I =[(4L+2L% — (L?+2L%)]|, — L3
et les classes de Chern correspondantes en homelsigie ) = 21 etcg"(l“) =1 dansHo(I"; Z) = Z (rappelons

que[TP3] = 4[L] dansk °(Ps)).

Remarque 2.En fait, ¢ étant ici un homéomorphisme d& sur I, <pi%1 est défini en tant que fibré sur,

et pas seulement comme élément K& I"). Mais un calcul absolument analogue aurait pu étre fait pour la
quintiqueX = u?(u — v)v?, Y = u(u — v)v, Z = u*(u — v), T = v°, pour laquelle la paramétrisation n’est plus
un homéomaorphisme.
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3.2. Droites invariantes paun champ de vecteurs homogéne

Soitw un champ de vecteurs dafi$, dont les composantes B, C sont des polyndmes homogénes de méme
degréd > 1. On supposera le feuilletageé engendré paw dansM = Pz générique au sens suivant : il est «non
dicritique » (i.e. il laisse invariant le plan a I'infiifip), le feuilletage induit a I'infiin’a que des singularités simples
isolées (en nombi# +d + 1 d’aprés [2]), la réuniol = Ulga<d2+d+1 A, desd? +d + 1 droites projectives,
invariantes pafF a un idéal homogéene engendré par les trois équatioa®, G =0, H =0 (OUF = AY — BX,
G=BZ—-CY,H=CX— AZ), etles deux relation§ F + AG + BH =0, ZF + XG + Y H =0 engendrent
toutes les autres. Un calcul analogue a celui esquissé ci-dessus dans le cas de la quintique permet de montrer q
si 'on note Lg le fibré en hyperplans dual du fibré tautologiqugsur Py, et(, :IP1 — A, une paramétrisation
de A,, on obtient :

() Y(INV]) =3LE — LdT? et (L) Y(TP1— [Ny]) =4Lo— 3L + LAT2.
3.3. Cdnes projectifs sur un ensemble algébrique

Soit V un sous-ensemble algébrique compactPgeet CV le cébne projectif dan®,,+1, ayant pour base
'ensembleV (P, étant identifié a I'hyperplan a l'infini d&,,1, et le sommet du céne étant I'origine dans
cm+t C Pm-i—l)'

Proposition 3.1.Si V admet une désingularisatign: >, — V par un espace projectif,, telle quep*: K°(V) —
KO(P,) soit un isomorphisme, I'applicatiofiy :P,.1 — CV obtenue & partir de par application du foncteur
cone est alors une désingularisation @& , et(Cy)*: K9(CV) — K9(P,.1) est encore un isomorphisme.

Ceci permet de définiVcy, et s’applique par exemple a toute courbe projedtivee genre 0, et par récurrence,
a tout céne projectif itér€C ... CI" sur une telle courbe. Par exemple, pour le c6dédansP4 sur la quintique
I’ de 'exemplea, notons(X, Y, Z, T, R) les coordonnées homogénes d&aset (u«, v, w) celles dang, : le
morphismeC¢ : P, — P4 est défini par

X=u? Y=uh, Z=u’, T=1v°, R=uw’
et est un homéomorphisme e surC I". On obtient alors :
Y2 | 573 oy4 ¥ 21 i y y 4 Y2 | 573
[Nerl=[L*+2L% = 2L%]| +(Co)Lg", et TYWCIE =[(5L+2L%) — (L*+2L7%)]|,

ou Lo désigne maintenant le fibré tautologique Big L celui deP4, et (Ce)Lo I'image réciproque de.g
par I'homéomorphisméCyp)~1:CI" — P». On en déduit co(Ncr, Co) = 125 etco_; (Ncr, Cy) = 441 dans
Ho(CT; 7Z) = 7 pour ¢! = (¢h)?, tandis quec1(Ncr, Cp) = 21 ¢.[H] ol [H] désigne la classe d’homologie
d’une droite projective complexe arbitraire Blg, etp.[H] son image pap, (c'est-a-dire a la classe d’homologie
dansH>(CI'; Z) de I'une des droites projectives complexesRieque I'on peut obtenir comme génératrice du
cone). De mémegy"(CT", Cy) = 46 etcy" ,(CI', Co) = 1 dansHo(CT'; Z) = Z pour ¢! = (c1)?, tandis que
AN(CT, Co) = —g.[H].

y 21
— L8,

4. Applications (voir détails et exemples dans [7])

(a) Cas d'un feuilletage holomorpl# de dimension complexe sur M laissantV invariant et vérifiant les
hypothéses de Baum-Bott [2] : notaWi|y € KO(V) la restriction &V du fibé virtuel normal &F, et posant
X =SingV U (V N SingF) on obtient :

Théoreme 4.1Pour|I| > n —r, les classes,,—; (Ny), c,—1(Vrly — Ny) etc,—; (V£|v) se localisent preés d&,
c’est-a-dire admettent des relévents naturels par I'applicatios,— 1) (X, C) = Hop—j1)(V, C).
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Ces relevements généralisent les indices de type Camacho-Sad, Baum—Bott relatifs, et Variations de Kanedani
Suwa, deja connus pour les LCI (cf. [9-11]). Au passage une interpétation des indices de type GomezMont-Seade
Verjovski (cas particulier de Baum—Bott relatif) &hthéorie est donnée, qui généralise celle donnée dans [6].

(b) Nombres et classes de MilnoNotons X’ la partie singuliére d& et ch(V) les classes de Schwartz—
MacPherson (cf. [5]) :

Théoreme 4.2.Les différences—i)"[cz”(V) — ch(V)] se localisent pres de&’, c’est-a-dire admettent un
relevement naturel par I'applicatiofl2,(X') — H2. (V).

Ces relevements généralisent les classes de Milpc¥) (nombres de Milnor sk = 0), deja connues pour les
LCI (cf. [4]).
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