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Résumé

Dans cette Note, nous étendons un résultat de couplage pour des variables réelles au cas des variables à valeurs da
polonais. Ce résultat est une conséquence d’une version conditionnelle du théorème de Kantorovitch et Rubinstein.Pour citer
cet article : J. Dedecker, C. Prieur, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Coupling for minimal distance. In this Note, we generalize a coupling result for real variables to the case of variable
values in some Polish space. This resultfollows from a conditional version of the Kantorovitch and Rubinstein theorem.To cite
this article: J. Dedecker, C. Prieur, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Une version conditionnelle du théorème de Kantorovitch et Rubinstein

Définition 1.1.SoitA une tribu etZ un espace polonais. On dira qu’une fonctionP deA×Z est une probabilité
conditionnelle surA×Z si

(i) Pour toutz dansZ, P(·, z) est une probabilité surA.
(ii) Pour toutA deA, z → P(A, z) est mesurable de(Z, B(Z)) dans([0,1],B([0,1])).

Si (X , d) est polonais,Λ1(X ) est l’ensemble des fonctions 1-lipschitziennes deX dansR.

Proposition 1.2. Soient(X , d) et Z deux espaces polonais etπ une probabilité sur B(Z). SoientP et Q deux
probabilités conditionnelles surB(X ) × Z. On noteP et Q les probabilités surB(X ) définies parP(A) =∫

P(A, z)π(dz) et Q(A) = ∫
Q(A,z)π(dz) respectivement. On suppose que

∫
d(x,0)P(dx) et

∫
d(x,0)Q(dx)

sont finies. Il existeµ de(B(X ) ⊗B(X )) ×Z telle que:
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(i) µ est un probabilité conditionnelle sur(B(X ) ⊗B(X )) ×Z.
(ii) Pour toutA deB(X ), µ(A ×X , ·) = P(A, ·), π -p.s. etµ(X × A, ·) = Q(A, ·), π -p.s.
(iii)

∫
d(x, y)µ(dx,dy, ·)= supf∈Λ1(X ) |

∫
f (x)P (dx, ·) − ∫

f (x)Q(dx, ·)|, π -p.s.

Remarque 1.La fonctionM = supf ∈Λ1(X ) |
∫

f (x)P (dx, ·)− ∫
f (x)Q(dx, ·)| n’est définie que sur l’ensembleA

(deπ -mesure 1) desz tels que
∫

d(x,0)P (dx, z) et
∫

d(x,0)Q(dx, z) sont finies. Il découle de la Proposition 1
qu’il existe un ensembleB deπ -mesure 1 inclus dansA tel que la fonctionz → M(z)IB(z) estB(Z)-mesurable
(dans le cas oùX est compact, on peut prendreB =Z). En particulier la définition (5) de la Section 2.1 a bien
sens.

Preuve de la Proposition 1.2.On reprend la preuve de Fernique [4].

Cas X fini. Si X = {x1, . . . , xn}, alors il existeµi,j (z) vérifiant le problème de Monge :µi,j (z) � 0,∑n
j=1 µi,j (z) = P({xi}, z), ∑n

i=1 µi,j (z) = Q({xj }, z), et la quantité
∑

d(xi, xj )µi,j (z) est minimale pour ce
contraintes. C’est un problème d’optimisation convexe. La solutionµi,j (z) est l’un des sommet du polygon
convexe dont les bords sont determinés par les contraintes. Comme les points du sommet sont des fonct
mesurables de(P ({xi}, z),Q({xj }, z)), la fonctionz → µi,j (z) est mesurable. Le point (iii) vient du théorèm
de Kantorovitch et Rubinstein (il est vrai pour toutz).

CasX compact. Pour toutn, on choisit des boréliens disjointsA1, . . . ,Am(n) de diamètre plus petit que 1/n

et dont la réunion vautX . Soit xi un point deAi . On définithn :X �→ Xn = {x1, . . . , xm(n)} par : hn(Ai) = xi .
On se ramène au cas fini en posantPn = P ◦ h−1

n et Qn = Q ◦ h−1
n . Par application du cas précédent,

existeµn supportée parXn vérifiant les 3 points de la Proposition 1.2 pourPn et Qn. Sur l’espace polonai
(X ×X ×Z,B(X ) ⊗ B(X ) ⊗ B(Z)) on met la probabilité

νn(A × B) =
∫
B

µn(A, z)π(dz). (1)

PuisqueZ est Polonais,π est tendue, et commeX ×X est compact, la famille(νn)n�0 est tendue (les marginale
le sont). On peut extraire une sous-suiteνg(n) qui converge étroitement vers une limiteν. La première marginale d
ν estπ . La probabilitéν peut donc s’écrireν(A × B) = ∫

B µ(A, z)π(dz) pour une fonctionµ vérifiant le point (i)
de la Proposition 1.2. Puisque pour toutz et toutef C-lipschitzienne,|Pn(f ) − P(f )| � C/n (de même pourQn

et Q), on déduit de l’unicité des probabilités conditionnelles queµ vérifie le point (ii) de la Proposition 1.2. Pa
conséquent∫

d(x, y)µ(dx,dy, ·) � sup
f ∈Λ1(X )

∣∣∣∣
∫

f (x)P (dx, ·) −
∫

f (x)Q(dx, ·)
∣∣∣∣ π-p.s. (2)

Commeνg(n) converge étroitement versν, on a aussi∫ (∫
d(x, y)µ(dx,dy, z)

)
π(dz) =

∫ (
sup

f ∈Λ1(X )

∣∣∣∣
∫

f (x)P (dx, z) −
∫

f (x)Q(dx, z)

∣∣∣∣
)

π(dz),

ce qui avec (2) prouve le point (iii) de la Proposition 1.2.
CasX polonais. PuisqueX est polonais, il existeKn suite croissante de compacts deX telle queP(Kn)

et Q(Kn) soient plus grand que(n − 1)/n. Soit a un point deX . On se ramène au cas compact en po
Pn(A, z) = P(A ∩ Kn, z) + (1 − P(Kn, z))δa(A) (on définit Qn de la même manière à partir deQ et Kn).
Il existe µn qui vérifie les 3 points de la Proposition 1.2 pour les contraintesPn et Qn. Pour toute fonctionf
C-lipschitzienne on a|Pn(f )−P(f )| � C

∫
Kc

n
d(x,0)P (dx)+Cd(a,0)P (Kc

n) (de même pourQn etQ). Puisque
P(Kn) tend vers 1, on en déduit queπ -p.s.P(Kn) tend vers 1 (de même pourQ(Kn)). Par suite,π -p.s.Pn etQn

convergent étroitement versP et Q. On en déduit queνn définie par (1) a des marges étroitement converge
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PuisqueZ et X sont polonais,(νn)n�0 est tendue et on peut en extraireνg(n) qui converge étroitement vers un
limite ν. On conclut comme dans le cas compact.

2. Application : couplage pour la distance minimale

Proposition 2.1. Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé,(X , d) et Z deux espaces polonais. SoientX et Z deux
variables aléatoires à valeurs dansX etZ respectivement. On notePX|Z=· une distribution conditionnelle deX
sachantZ, et PZ la distribution deZ. On suppose queΩ est assez riche, c’est à dire qu’il existe une varia
aléatoireU de(Ω,A,P) dans([0,1],B([0,1])), indépendante de(X,Z) et de loi uniforme sur[0,1]. SoitQ une
probabilité conditionnelle surB(X ) × Z. Il existeY de (Ω,A,P) dans(X ,B(X )), σ(U,X,Z)-mesurable, telle
que(Y,Z) ait pour loi PY,Z(A × B) = ∫

B
Q(A,z)PZ(dz), et

E
(
d(X,Y )|Z = ·) = sup

f∈Λ1(X )

∣∣∣∣
∫

f (x)PX|Z=·(dx) −
∫

f (x)Q(dx, ·)
∣∣∣∣, PZ-p.s. (3)

Démonstration. Soit µ la probabilité conditionnelle de la Proposition 1.2, avecP = PX|Z=· et π = PZ . Sur
(S,B(S)) = (X ×X ×Z,B(X ) ⊗ B(X ) ⊗ B(Z)) on définit

ν(A × B) =
∫
B

µ(A, z)PZ(dz). (4)

On noteI = (I1, I2, I3) l’identité deS dansS. Supposons que l’on puisse construireY de(Ω,A) dans(X ,B(X ))

telle quePY |X=x,Z=z = PI2|I1=x, I3=z. La distribution de(X,Y,Z) est alors donnée par :PX,Y,Z(A × B × C) =∫
A×C

PI2|I1=x, I3=z(B)PX,Z(dx,dz). Grâce au point (ii) de la Proposition 1.2, on aPX,Z = PI1,I3, et donc
PX,Y,Z = PI1,I2,I3 = ν. On déduit de (4) queµ est une distribution conditionnelle de(X,Y ) sachantZ, ce qui
entraîne (3).

ConstruisonsY . D’après le lemme de Skorohod [8], il existe une applicationf de X dans un un borélien
de [0,1], bijective et bimesurable pour les tribus boréliennes. SiF(t, x, z) = Pf (I2)|I1=x, I3=z(] − ∞, t]), alors
F(·, x, z) est une fonction de répartition d’inverse càdlàgF−1(·, x, z). On montre facilement que la fonctio
(u, x, z) → F−1(u, x, z) est mesurable par rapport àB([0,1]) ⊗ B(X ) ⊗ B(Z) (voir [1]). On poseT (ω) =
F−1(U(ω),X(ω),Z(ω)), et enfinY = f −1(T ). Il reste à vérifier quePY |X=x,Z=z = PI2|I1=x, I3=z.

E(IX∈AIZ∈B IY∈f −1(]−∞,t ])) = E(IX∈AIZ∈B IT �t ) =
∫

IX(ω)∈AIZ(ω)∈B IU(ω)�F(t,X(ω),Z(ω))P(dω).

PuisqueU est indépendante de(X,Z), on obtient donc

E(IX∈AIZ∈B IY∈f −1(]−∞,t ])) =
∫

IX(ω)∈AIZ(ω)∈BF
(
t,X(ω),Z(ω)

)
P(dω)

=
∫

Ix∈AI z∈BPI2|I1=x,I3=z

(
f −1(]−∞, t]))PI1,I3(dx,dz).

Comme{f −1(] − ∞, t]), t ∈ [0,1]} est stable par intersection finie et engendreB(X ), le résultat suit.

2.1. Couplage et coefficient de dépendance

Soit(Ω,A,P) un espace probabilisé,(X , d) etZ deux espaces polonais. SoientX etZ deux variables aléatoire
à valeurs dansX etZ respectivement. On poseσ(Z) =M, et on définit comme dans [1] et [2]

τ (M,X) =
∥∥∥∥ sup

f ∈Λ (X )

∣∣∣∣
∫

f (x)PX|Z(dx) −
∫

f (x)PX(dx)

∣∣∣∣
∥∥∥∥

1
. (5)
1



808 J. Dedecker, C. Prieur / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 338 (2004) 805–808

ance
)

exemples

e

. 174,

s

/

sta

s in

or
La version uniforme de ce coefficient à été introduite par Rio dans [7]. Ce coefficient est une mesure de dépend
entreM et X. Notons que le coefficient deβ-mélangeβ(M, σ (X)) entreM et σ(X) est obtenu à partir de (5
en remplaçantΛ1(X ) par l’ensemble des fonctions mesurables bornées par 1/2. Comme pourβ , on peut définir le
coefficient de dépendance d’une suite de variables aléatoires. Dans [1] et [2], nous donnons de nombreux
de suitesτ -dépendantes qui ne sont pas mélangeantes.

Comme conséquence de la Proposition 2.1 (en prenant pourQ la distribution deX), on a le résultat de couplag
suivant, qui généralise celui obtenu dans [1] lorsqueX = R.

Corollaire 2.2. Si Ω est assez riche(voir Proposition2.1), il existeX∗ mesurable pour la tribuσ(U,X,Z),
indépendante deM = σ(Z) et de même distribution queX, telle queτ (M,X) = E(d(X,X∗)).

Remarque 2.NotonsQd(X,x) l’inverse càdlàg det → P(d(X,x) > t) et T = Qd(X,x)(β(M, σ (X))). Clairement
d(X,X∗) = d(X,X∗) ∧ T + (d(X,X∗) − T )+. En partant de cette égalité et en procédant comme dans [6], p
on obtient que pour toutx dansX ,

τ (M,X) � 2

β(M,σ (X))∫
0

Qd(X,x)(u)du. (6)

SiX = R, (6) est valable en remplaçantβ(M, σ (X)) parα(M,X) = supt∈R ‖E(IX�t |Z)−P(X � t)‖1 (voir [1]).
En revanche, siX est de dimension infinie, on ne peut remplacerβ(M, σ (X)) par le coefficient plus faible
α(M, σ (X)) = supA∈B(R) ‖PX|M(A) − PX(A)‖1 (voir [3] pour plus de détails). Notons enfin que leX∗ du
Corollaire 2.2 minimiseY → E(d(X,Y )) sur l’ensemble des variablesY de même loi queX et indépendante
deZ. LorsqueX = R, l’existence d’un telX∗ est due à Major [5].
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