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Résumé

Les structures automatiques (resp. arbre-automatiques) sont les structures relationnelles dont le domaine est un ense
régulier de mots (resp. de termes) finis et dont chaque relation atomique est reconnaissable par un automate multi-ba
synchrones. Nous établissons des critères d’automaticité et énonçons des critères analogues d’arbre-automaticité, dont il déc
en particulier, d’une part quele graphe aléatoire n’est pas automatique, ni même arbre-automatique, et d’autre part, quetout
ordre bien fondé automatique est de hauteur strictement inférieure àωω, et queωωω

est l’ensemble des ordinaux arbr
automatiques. Pour citer cet article : C. Delhommé, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Automaticity of ordinals and of homogeneous graphs.We establish criteria of automaticity and we state analogous cri
of tree-automaticity which show, on the one-hand thatthe random graph is neither automatic nor tree-automatic, and on the
other hand thatevery well-founded automatic poset has height less thanωω and thatωωω

is the set of tree-automatic ordinal.
To cite this article: C. Delhommé, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Automatic structures and tree-automatic structures are relational structures with domain a regular set of fini
words (resp. terms) and each of whose atomic relations is recognized by a synchronous multi-tape automa
Each such structure has a decidable first-order theory; indeedto each first order formula is effectively associat
an automaton recognizing the corresponding relation(see [12,13,11,14,3], and [6,5,2]).

In circulated notes, we proved thatthe random graph, as well as the generic poset or the genericKn-free graph,
fail to be automatic[7], and then thatthe ordinalωω also fails[8] (thus, settling a question from [14],ωω is in-
deedprecisely the set of automatic ordinals). The proof given in [8], which is reproduced as Section 5 of [9],
easily be adapted to bound the heights of automatic well-founded partially ordered-sets (see Corollary 2.2
observed by the authors of [15], to bound the Cantor–Bendixon ranks of automatic totally ordered-sets.

In this Note, we formulate the proofs of [7] and [8], which share common features, as general criteria
automaticity and we state analogous criteria for tree-automaticity (Proposition 1.1, and Proposition 1.2 togeth
with Corollary 1.3). It follows, in particular, thatthe random graph, as well as the generic poset or the gen

Adresse e-mail :delhomme@univ-reunion.fr (C. Delhommé).
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.03.035
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Kn-free graph, also fail to be tree-automatic(Corollary 2.1), and thatωωω
is precisely the set of tree-automa

ordinals(Corollary 2.2).
Let us state those criteria. In the sequelA is a relational structure, with domain denoted by|A|, over a finite

relational languageτ . We refer to afirst-order formula overτ as aτ -formula.

Relative growth
Consider afinite setΦ(x) of τ -formulas with free variables among whichx is distinguished, and a setF of

finite subsets of|A| with elements of every finite cardinality.
Given a finite subsetE of |A|, say that two elementsa anda′ of |A| areΦ-equivalent overE (writtena ∼Φ

E a′)
when for each formulaϕ(x, y1, . . . , yp) (with all free-variables displayed) fromΦ and every�b ∈ Ep , A |= ϕ(a, �b)

if and only if A |= ϕ(a′, �b). Say that a subset of|A| is Φ-free overE (for short that it isE-Φ-free) when its
elements are pairwise non-Φ-equivalent overE. Let ϑΦ

F (E) := min{max{cardF : F ∈ F ,F ⊆ G}: G is E-Φ-free
and of maximal size} ∈ N.

Now, for each integern let ϑΦ
F (n) := min{ϑΦ

F (E): E ∈ F ,cardE = n}. Then Proposition 1.1 asserts:If the

structureA is automatic, thenlim infn→∞
ϑΦ
F (n)

n
< ∞; if it is tree-automatic, thenlim infn→∞

logϑΦ
F (n)

logn
< ∞.

WhenA = (A,R) is the random graph, considerΦ(x) reduced to the single atomic formulaR(x, y) andF the
set of all finite subsets ofA, in which caseϑΦ

F (E) is simply max{cardF : F ∈F , F isE-Φ-free}: thenϑΦ
F (n) = 2n.

Indecomposability
Given aτ -structureB and a setT of τ -structures, say thatB is a sum-augmentationof T when its domain

admits a finite partition on each classB of which the induced substructureB � B is isomorphic to an elemen
of T . Say thatB is a box-augmentationof T when there are anon-emptyfinite family (Bi : i ∈ I) of T and a
bijectionf :

∏
i∈I |Bi | → |B| such that for eachi ∈ I and everyb ∈ ∏

j∈I\{i} |Bi |, the functionb �→ f (b � b) is
an embedding ofBi into B, whereb � b denotes the tuple extendingb with valueb at i.

Given aτ -formulaϕ(x, y1, . . . , yp) with all free-variables displayed, for each tuple�b ∈ |A|p , let ϕ(|A|, �b) :=
{a ∈ |A|: A |= ϕ(a, �b)} denote the subset of|A| defined byϕ with the parameter�b. Proposition 1.2 asserts:If A

is automatic(resp. tree-automatic), then for everyτ -formulaϕ(x, �y), there is a finite setSA
ϕ of τ -structures with

the property that for every�b ∈ |A|p , the induced substructureA � ϕ(|A|, �b) is a sum-augmentation ofSA
ϕ (resp. is

a sum-augmentation of a set of box-augmentations ofSA
ϕ ).

Now, given a functionν defined on some classS of τ -structures, say that an elementα of the range ofν is
sum-indecomposable(resp.box-indecomposable) when given anyB ∈ S and any setT of which B is a sum-
augmentation (resp. a box-augmentation), ifν takes valueα at B, then it also takes it at some element ofT .
Corollary 1.3 asserts:If A is automatic(resp. tree-automatic), then for everyτ -formulaϕ(x, �y), ν assumes only
finitely many sum-indecomposable values(resp. only finitely many simultaneously sum-indecomposable and
indecomposable values) on theA � ϕ(|A|, �b)’s belonging toS.

Whenν is the functionheightdefined on the class of well-founded posets, the sum-indecomposable or
are the powers ofω. Thusthe well-founded part of every automatic poset has height less thanωω: considerΦ(x)

reduced to the single atomic formulay < x.

1. Présentation des résultats

Dans ce qui suit,A désigne une structure, de domaine|A|, sur un langage relationnel finiτ . Parτ -formule, on
entendraformule du premier ordre surτ . Chaque fois qu’en désignant une telle formule on fera apparaîtr
variables libres, on les fera toutes apparaître.

1.1. Croissance relative

Considérons un ensemble finiΦ(x) de τ -formules où la variable librex est distinguée, et un ensembleF de
parties finies de|A| admettant des éléments de tout cardinal fini.
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Étant donnée une partie finieE de|A|, disons que deux élémentsa eta′ de|A| sontΦ-équivalents surE (auquel
cas on écriraa ∼Φ

E a′) quand pour chaque formuleϕ(x, y1, . . . , yp) deΦ et tout uplet�b ∈ Ep, A |= ϕ(a, �b) si et
seulement siA |= ϕ(a′, �b). Disons alors qu’une partie de|A| estΦ-libre surE (ouE-Φ-libre) lorsque ses élémen
sont deux à deux nonΦ-équivalents surE. Soit alors

ϑΦ
F (E) := min

{
max{cardF : F ∈ F ,F ⊆ G}: G E-Φ-libre de taille maximum

} ∈ N, puis

ϑΦ
F (n) := min

{
ϑΦ
F (E): E ∈ F , cardE = n

} ∈ N.

Proposition 1.1. Si la structureA est automatique, alorslim infn→∞
ϑΦ
F (n)

n
< ∞ ; si elle est arbre-automatique

alors lim infn→∞
logϑΦ

F (n)

logn
< ∞.

1.2. Indécomposabilité

Étant donnée uneτ -structureB et un ensembleT de τ -structures, disons queB estsomme-augmentationde
T lorsque son domaine admet une partition finie(Bi : i ∈ I) telle que chaque sous-structure (induite)B � Bi soit
isomorphe à un élément deT , en d’autres termes, lorsqu’il existe une famille finienon-vide(Bi : i ∈ I) deT et
une bijectionf :

∐
i∈I |Bi | → |B| telle que pour chaquei ∈ I , la restrictionf � |Bi | soit un plongement deBi

dansB ; disons queB estboîte-augmentationdeT lorsqu’il existe une famille finienon-vide(Bi : i ∈ I) deT et
une bijectionf : ∏i∈I |Bi | → |B| telle que pour chaquei ∈ I et toutb ∈ ∏

j∈I\{i} |Bi |, la fonctionb �→ f (b � b)

soit un plongement deBi dansB, oùb � b désigne l’uplet qui étendb par la valeurb eni.
Pour chaqueτ -formuleϕ(x, y1, . . . , yp), chaque paramètre�b ∈ |A|p et chaque partieA de|A|, ϕ(A, �b) désigne

la partie{a ∈ A: A |= ϕ(a, �b)} deA.

Proposition 1.2. Si la structureA est automatique(resp. si elle est arbre-automatique), alors pour touteτ -formule
ϕ(x, �y), il existe un ensemble finiSA

ϕ deτ -structures tel que pour tout�b ∈ |A|p, la structure induiteA � ϕ(|A|, �b)

soit somme-augmentation deSA
ϕ (resp. soit somme-augmentation d’un ensemble de boîte-augmentations deSA

ϕ ).

Considérons une fonctionν de domaine une classeS deτ -structures. Disons qu’un élémentα de l’image deν
estsomme-indécomposable(resp.boîte-indécomposable), si pour chaqueB ∈ S tel queν(B) = α, tout ensemble
dontB soit somme-augmentation (resp. boîte-augmentation) contient un élément deS d’imageα parν.

Corollaire 1.3. Si la structureA est automatique(resp. arbre-automatique), alors pour chaqueτ -formuleϕ(x, �y),
ν ne prend qu’un nombre fini de valeurs somme-indécomposables(resp. ne prend qu’un nombre fini de valeurs
la fois somme-indécomposables et boîte-indécomposables) sur les diversA � ϕ(|A|, �b) appartenant àS.

Dans la section qui suit, nous présentons les résultats en vue desquels les critères ci-dessus ont été
reste du texte est consacré à la démonstration desdits critères, dans le cas automatique.

2. Applications

2.1. Relations binaires homogènes

(Voir [10].) Une structure relationnelle est ditehomogènesi tout isomorphisme entre deux de ses restricti
finies admet une extension en un automorphisme de la structure. Étant donnée une classe de relation
appelonsgénériquetoute relation dénombrable homogène dont les types d’isomorphie des restrictions fini
ceux des éléments finis de la classe ; une telle structure, lorsqu’elle existe, est unique. Ainsi legraphe aléatoireest
le graphe générique, et pour chaque entiern � 3, il existe un graphe générique relativement à la classe des graph
sans sous-graphe complet de taillen (appelons legraphe-sans-Kn générique).
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Corollaire 2.1. Le graphe génériqueG, l’ensemble ordonné génériqueP et le graphe-sans-Kn génériqueHn ne
sont ni automatiques [7], ni même arbre-automatiques.

Preuve. Considérons, étant donné un symbole de relation binaire≺, l’ensemble de formulesΦ(x) = {x ≺ y, y ≺
x, x = y}, et la classeF de tous les ensembles finis de sommets deG, ou de toutes les antichaînes (c’est-à-d
ensembles de sommets deux à deux incomparables) finies deP, ou de tous les indépendants (c’est-à-dire ensem
de sommets deux à deux non adjacents) finis deHn. Dans tous les casϑΦ

F croît au moins exponentiellement.�
2.2. Bons-ordres

Corollaire 2.2. Tout bon ordre automatique est de type strictement inférieur àωω [8], et plus généralement, la
partie bien-fondée de tout ordre automatique est de hauteur strictement inférieure àωω. Tout bon-ordre arbre-
automatique est de type strictement inférieur àωωω

.

Preuve. Considérer la fonctionhauteur(à valeurs ordinales) sur la classe des ensembles ordonnés bien-f
L’argument donné dans [1] quant au fait que les puissances deω (lesωξ ) sont les types somme-indécomposab
des bons ordres prouve également qu’ils sont les hauteurs somme-indécomposables des ordres bien fon
aux types boîte-indécomposables des bons ordres, il s’agit desωωζ

(cf. [4]). D’autre part, pour chaque ordreA,
tout ordinal inférieur à la valeur prise parν sur unA � (|A| < b) bien fondé est également une valeur prise paν

sur un tel type de restriction.�
On constate aisément que tout ordinal strictement inférieur àωωω

est arbre-automatique ; en outre, puisque
segment initial d’un bon ordre y est définissable par une formule du premier ordre avec un paramètre, la c
ordinaux arbre-automatiques est un segment initial (cf. Section 3.2) ; ainsi,ωωω

est précisément l’ensemble d
ordinaux arbre-automatiques.

3. Préliminaires

Considérons un ensemble fini non videΣ ; soit Σ<ω l’ensemble desmotssurΣ , c’est-à-dire des suites finie
d’éléments deΣ ; la longueurd’une telle suiteu sera notée|u|, de sorte queu = (u(k): 0 � k < |u|) ; le mot vide,
seul mot de longueur nulle, sera notéε. Le mot concaténé de deux motsu et v est notéu · v.

3.1. Automates

Considérons unautomateA = 〈Σ,Q,∆, I,F 〉 sur l’alphabetΣ , dont Q est l’ensemble (fini) des état
I et F les ensembles d’états initiaux et finaux, et dont la fonction de transition est∆ :Σ → P(Q × Q),
a �→ a : ainsi chaquea est une relation binaire sur l’ensemble des états. Uncalcul deA sur le motu est toute
suite finieq(0) · · ·q(|u|) d’états telle que, pour chaquek < |u|, (q(k), q(k + 1)) ∈ u(k) (on écriraq(k) u(k)

q(k + 1)) ; ce calcul estréussisi q(0) ∈ I et q(|u|) ∈ F . Le langage(régulier) reconnupar A est l’ensemble
LA des mots admettant un calcul réussi. La fonction de transition∆ s’étend aux mots :u �→ u ∈ P(Q × Q)

de façon à ce queε = idQ (la relation associée au mot vide est l’identité deQ) et pour tous motsu et v,
u · v = u◦v := {(q, q ′′): ∃q ′, qu q ′ etq ′ v q ′′} (chaque lettre étant identifiée à un mot de longueur 1). En partic
LA = {u ∈ Σ<ω: u ∩ (I × F) �= ∅}.
3.2. Structures automatiques

Étant donné un symbole� /∈ Σ , soit Σ� l’alphabetΣ∪̇{�}. Pour chaque motu et tout entierk � |u|, u(k)

désignera le symbole�. Pour chaque uplet(u1, . . . ,um) de mots surΣ , (u1, . . . ,um)⊗ désigne le mot surΣ�m

de longueur max{|u1|, . . . , |um|} tel que pour toutk, (u1, . . . ,um)⊗(k) = (u1(k), . . . ,um(k)). On étend la notation
aux ensemblesU de uplets de mots parU⊗ := {x⊗: x ∈ U}.
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Une τ -structure automatique〈LV ,LR: R ∈ τ 〉 d’alphabetΣ est spécifiée par un langage régulier (de m
sur Σ) LV , et, pour chaque symbole relationnelR d’arité m, une relationm-aire LR sur LV (c’est-à-dire une
partie deLV

m) telle queLR⊗ soit un langage régulier (de mots surΣ�m).
Étant donnée une telle structureA, pour chaqueτ -formule ϕ(x1, . . . , xm, y1, . . . , yp) et paramètre�b ∈ |A|p,

ϕ(|A|m, �b)⊗ est un ensemble rationnel (de mots surΣ�m) qui dépend récursivement deϕ et �b (voir [12,13,11,14,
2,3]).

4. Démonstrations des Propositions 1.1 et 1.2

On considère une structure automatique〈LV ,LR: R ∈ τ 〉 d’alphabetΣ . Désignons parΓ l’ensembleΣ<ω des
mots surΣ . Pour chaque partieS deΓ , soit S := S ∩ LV l’ensemble des sommets de la structure codés pa
éléments deS. Pour chaque entiern ∈ N, désignons parΓn l’ensemble des mots de longueur inférieure (ou ég
à n, puis désignons parVn := �Γn l’ensemble des sommets codés par de tels mots. Pour tout mots de longueur au
moinsn, désignons pars� n son segment initial de longueurn, c’est-à-dire(s(k): 0� k < n).

Considérons un automateAV = 〈Σ,QV ,∆V , IV ,FV 〉 reconnaissantLV , pour chaqueR ∈ τ d’arité m, un
automateAR = 〈Σ�m,QR,∆R, IR,FR〉 reconnaissantLR⊗, et plus généralement, pour chaqueτ -formule
ϕ(x, y1, . . . , yp), un automateAϕ = 〈Σ�1+p,Qϕ,∆ϕ, Iϕ,Fϕ〉 reconnaissantLϕ

⊗ := ϕ(LV
1+p)⊗. L’amorce

commune des preuves des propositions consiste à jouer surles observations suivantes (cf. Affirmations 1 et 3).

Observations. Pour tous motsh, t, t0, t1, . . . , tm, s1, . . . , sp , tels que lesh · t� et lessk appartiennent àLV , et que
h soit au moins aussi long que chaquesk ,

h · t ∈ LV ⇐⇒ hV ◦ tV rencontreIV × FV . (1)

A |=R(h · t1, . . . ,h · tm) ⇐⇒ (h, . . . ,h)⊗R ◦ (t1, . . . , tm)⊗R rencontreIR × FR. (2)

A |= ϕ(h · t0,s1, . . . ,sp) ⇐⇒ (h,s1, . . . ,sp)⊗
ϕ

◦ (t0, ε, . . . , ε)
⊗

ϕ
rencontreIϕ × Fϕ. (3)

4.1. Croissance relative. Preuve de la Proposition 1.1

Lemme 4.1. Étant donné un ensemble finiΦ(x) de τ -formules, il existe un entierc tel que∀n ∈ N, ∀s∈ LV ,
∃s′ ∈ Vn+c s′ ∼Φ

Vn
s. En particulier, pour chaque partieE deVn et toute partieE-Φ-libre F deLV , il existe une

partieE-Φ-libre deVn+c de même taille queF .

Preuve du Lemme. Soit (x, y1, . . . , yp) une énumération des variables admettant au moins une occurrenc
dans un élément deΦ. Considérons la fonction :

f :Γ � t �−→ (
tV ; (t, ε, . . . , ε)⊗

ϕ
: ϕ ∈ Φ

) ∈ P
(
QV

2) ×
∏

ϕ∈Φ

P
(
Qϕ

2).

Cette fonction, qui prend ses valeurs dans un ensemble fini, disons de taillec + 1, est définie de sorte que po
chaquen ∈ N :

Affirmation 1. Soit un moth de longueurn. Pour toust et t′ dansΓ , si f (t) = f (t′), alors

h · t ∈ LV ⇔ h · t′ ∈ LV , auquel cash · t ∼Φ
Vn

h · t′.

Preuve de l’Affirmation. Observations (1) et (3) ci-dessus.�Affirm

Affirmation 2. Pour chaquet ∈ Γ , existe unt′ dansΓc de même image parf .

Preuve de l’Affirmation. Il suffit de constater que pour tout mott de longueur strictement supérieure àc,
existe un mot strictement plus court de même image parf . Pour constater cela, observer que pour un tet,
existent 0� k < � � |t| tels quef (t � k) = f (t � �), puis considérert′ = (t � k) · v pour l’uniquev tel que
t = (t � �) · v. �Affirm
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Maintenant considérons uns∈ LV . Au cas où il n’appartiendrait pas déjà àVn+c, considérer l’unique mott tel
ques= (s� n) · t, puiss′ = (s� n) · t′ pour unt′ ∈ Γc tel quef (t′) = f (t). �
Preuve de la Proposition 1.1.Soitσ le nombre d’éléments deΣ . Vérifions que la lim inf en question est inférieu
à σc. Supposons, par l’absurde, que pour un certaint > σc et unN ∈ N :

∀E ∈ F avec cardE � N (∀G E-Φ-libre de taille maximum∃F ∈F , F ⊆ G et cardF � t cardE)

alors, partant d’unF0 ∈ F tel que cardF0 � N et étant donné unn0 ∈ N pour lequelF0 ⊆ Vn0, on déduit
d’applications répétées du Lemme 4.1 l’existence d’une suite(Fk: k ∈ N) deF satisfaisant :∀k ∈ N, Fk ⊆ Vn0+kc

et cardFk � tk cardF0. Ainsi, commeFk ⊆ Vn0+kc et que pour toutn cardVn � cardΓn � (n + 1)σn, il s’ensuit
que∀k ∈ N tk cardF0 � cardFk � cardVn0+kc � (n0 + kc + 1)σn0+kc � σn0 × (n0 + kc + 1) × (σ c)k , ce qui
conduit à une contradiction (considérerk suffisamment grand).�
4.2. Indécomposabilité. Preuve de la Proposition 1.2

Preuve de la Proposition 1.2.Considérons uneτ -formuleϕ(x, y1, . . . , yp). Pour chaque�s= (s1, . . . ,sp) ∈ LV
p,

et touth ∈ Γ au moins aussi long que chacun dessk , soit

f (h,�s) := (
hV , (h,s1, . . . ,sp)⊗

ϕ
, (h, . . . ,h)⊗R: R ∈ τ

) ∈P
(
QV

2) ×P
(
Qϕ

2) ×
∏

R∈τ

P
(
QR

2).

Cette fonctionf , qui prend ses valeurs dans un ensemble fini, est définie de sorte que :

Affirmation 3. Le type d’isomorphie deA � ϕ(h · Γ ,�s) ne dépend que def (h,�s).
Preuve de l’Affirmation. Étant donnés deux motsh et h′, considérons la bijectionh · t �→ h′ · t entreh · Γ et
h′ · Γ . Étant donnés deux uplets de mots�s et �s′ tels quef (h,�s) = f (h′,�s′), il résulte de l’Observation (1) ci
dessus que cette bijection envoieLV ∩ (h · Γ ) surLV ∩ (h′ · Γ ), puis de l’Observation (2) qu’il s’agit en fait d’u
isomorphisme entreA � LV ∩ (h · Γ ) et A � LV ∩ (h′ · Γ ) ; il résulte en outre de l’Observation (3) qu’elle envo
ϕ(LV ∩ (h · Γ ),�s) sur ϕ(LV ∩ (h′ · Γ ),�s′) ; ainsi elle établit un isomorphisme entreA � ϕ(LV ∩ (h · Γ ),�s) et
A � ϕ(LV ∩ (h · Γ ),�s). �Affirm

Étant donné alors un�s∈ LV
p, considérer un majorantn de l’ensemble des longueurs dessk , puis la partition

finie ϕ(LV ,�s) = ⋃̇
{u∈ϕ(LV ,�s): |u|<n}{u} ∪̇⋃̇

h∈Σnϕ(h · Γ ,�s). �
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