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Résumé

Cette Note a pour objet un modèle linéaire de régression linéaire sur quantiles lorsque lavariable explicative est à valeurs da
un espace fonctionnel alors que la variable réponse est réelle. Nous proposons un estimateur spline du coefficient f
basé sur la minimisation d’un critère de typeL1 pénalisé (la pénalisation est primordiale pour avoir l’existence et la converg
de l’estimateur), puis nous étudions le comportement asymptotique de cet estimateur.Pour citer cet article : H. Cardot et al.,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Spline estimation of conditional quantiles for functional covariates. This Note deals with a linear model of regressi
on quantiles with the explanatory variable taking values in some functional spaceand a scalar response. We propose a sp
estimator of the functional coefficient that minimizes a penalizedL1 type criterion (the penalization is of primary importance
get existence and convergence of the estimator), then we study the asymptotic behaviour of this estimator.To cite this article:
H. Cardot et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Grâce aux performances accrues des appareils de mesure et à l’augmentation descapacités de stockag
informatique, de nombreuses données sont collectées et sauvegardées sur des échelles temporel
grilles spatiales de plus en plus fines (courbes d’évolution de températures, courbes spectrométrique
satellites, . . .). On est ainsi amené à traiter des données assimilables à des courbes ou plus généralem
fonctions de variables continues (temps, espace). Cesobservations sont appeléesdonnées fonctionnelles dans
littérature [8].

Adresses e-mail :cardot@toulouse.inra.fr (H. Cardot), crambes@cict.fr (Ch. Crambes), sarda@univ-tlse2.fr (P. Sarda).
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.04.016
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Des modèles de régression pour variables explicatives fonctionnelles ont été proposés, notamment l
réponse est un scalaire : le modèle linéaire est introduit dans [7] tandis qu’un modèle fonctionnel non paramétriqu
est étudié dans [3]. Ces modèles sont construits dans lebut d’estimer la moyenne conditionnelle. Cependant, d
certains cas, on s’intéresse plutôt à l’estimation de quantiles conditionnels, comme par exemple en agron
(estimation de seuils de rendements), en médecine ou encore en fiabilité (voir par exemple [6]). Cette
consacrée à l’étude de ce problème. Nous définissons dans la partie 2 un modèle linéaire de régre
quantiles qui généralise au cadre fonctionnel le modèleproposé par Koenker et Bassett [5]. Nous proposons
la partie 3 de construire un estimateur spline du paramètre fonctionnel du modèle. Des propriétés asymp
dont l’obtention d’une borne supérieure pour la vitesse de convergenceL2 sont présentées dans la partie 4.

2. Modèle linéaire de régression fonctionnelle sur quantiles

Soit (Xi, Yi)i=1,...,n un échantillon de couples indépendants de variables aléatoires définis sur un même espac
de probabilités, de même loi que(X,Y ). La variable explicativeX est à valeurs dans un sous-espace ferméH de
l’espace fonctionnelL2([0,1]), l’espace des fonctions de carré intégrable sur l’intervalle[0,1], etY est la variable
aléatoire réponse à valeurs dansR.

Soit α ∈ ]0,1[ fixé ; en supposant queE|Y | < +∞, le quantile conditionnel d’ordreα deY sachant[X = x],
x ∈ H , est le réelgα(x) défini comme solution du problème de minimisation

min
a∈R

E
(
lα(Y − a)|X = x

)
, (1)

où E(·|X = x) désigne l’espérance conditionnellement à l’événement[X = x] et lα est la fonction définie pa
lα(u) = |u| + (2α − 1)u (voir [5]).

Une généralisation directe du modèle de Koenker et Bassett [5] consiste à supposer quegα est une forme linéaire
continue définie surH , c’est-à-dire qu’elle s’écrit :

gα(X) = 〈Ψα,X〉 =
1∫

0

Ψα(t)X(t)dt, (2)

la fonctionΨα appartenant àH et la notation〈·, ·〉 désignant le produit scalaire usuel deL2([0,1]).

3. Construction d’un estimateur spline

L’estimateur défini ci-dessous repose sur une approximation du quantile conditionnel par une fonction splin
faut donc choisir une subdivision de l’intervalle[0,1] enk sous-intervalles,k = kn ∈ N

∗. Cette subdivision défini
k − 1 noeuds intérieurs que nous supposons équirépartis dans la suite. Les fonctions splines que nous considé
sont des polynômes de degréq par morceaux sur chaque sous-intervalle de[0,1], et (q − 1) fois dérivables su
[0,1], où q ∈ N. L’espace de ces fonctions est un espace vectoriel de dimensionk + q . Une base de cet espa
vectoriel est l’ensemble des fonctionsB-splines, que l’on noteraBk,q = t (B1, . . . ,Bk+q ) (voir [2]).

On estime alorsΨα par une combinaison linéaire desBl, 1 � l � k + q : on est ramené à trouver un vecte
θ̂ = t (θ̂1, . . . , θ̂k+q) ∈ R

k+q tel queΨ̂α = tBk,qθ̂ avecθ̂ solution du problème de minimisation

min
θ∈Rk+q

{
1

n

n∑
i=1

lα
(
Yi − 〈

t Bk,qθ ,Xi

〉) + ρ
∥∥(

tBk,qθ
)(m)∥∥2

}
, (3)

où (t Bk,qθ)(m) est la dérivée d’ordrem de tBk,qθ , ρ est un paramètre de pénalisation pour contrôler le degr
« régularité » de l’estimateur cherché et‖ · ‖ est la norme associée au produit scalaire deL2([0,1]).
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Nous avons programmé cet estimateur dans le logiciel Splus en utilisant un algorithme basé sur la méthode
moindres carrés itérés repondérés (voir [6]). D’autres algorithmes assez courants dans la littérature portant su
estimateurs de typeL1 pourraient être adaptés facilement à notre contexte.

4. Propriétés asymptotiques

Supposons queX soit du second ordre, c’est-à-dire queE
(‖X‖2

)
< +∞. Pour alléger les notations, no

supposons également dans cette partie queX est centrée (E(X) = 0). On peut alors définir l’opérateur de covarian
deX, opérateurΓ deL2([0,1]) dans lui-même défini parΓ h = E(〈X,h〉X). Cet opérateur induit une semi-norm
définie par‖h‖2

2 = 〈Γ h,h〉.
Afin d’établir le résultat de convergence pour l’estimateurΨ̂α , on suppose que les hypothèses suivantes

vérifiées.

(H.1) ‖X‖ � C0 < +∞, ps.

La fonctionΨα est supposée êtrep′ fois dérivable etΨ (p′)
α vérifie

(H.2)
∣∣Ψ (p′)

α (t) − Ψ
(p′)
α (s)

∣∣ � C1|t − s|ν, s, t ∈ [0,1],
oùC1 > 0 etν ∈ [0,1]. Dans la suite, on posep = p′ + ν et on suppose queq � p � m.

(H.3) Les valeurs propres deΓ sont strictement positives.
(H.4) Pourx ∈ H , la loi deY conditionnellement à[X = x] admet une densitéf x

Y continue et strictement positiv
au quantile d’ordreα.

Théorème 1. Sous les hypothèses(H.1)–(H.4)et si on suppose de plus qu’il existeβ,γ ∈ ]0,1[ tels quekn ∼ nβ et
ρ ∼ n(γ−1)/2, alors

(i) Ψ̂α existe sauf sur un ensemble dont la probabilité tend vers0 lorsquen tend vers l’infini,
(ii) E(‖Ψ̂α − Ψα‖2

2|X1, . . . ,Xn) = OP (1/k
2p
n + kn/(nρ) + ρ + ρk

2(m−p)
n ).

Éléments de démonstration. La démonstration reprend certains arguments de la preuve du résultat établi
et Shi [4].

Le point (i) du théorème repose sur l’inversibilité de la matriceĈρ = Ĉ + ρGk, Ĉ étant la matrice de term

général1
n

∑n
i=1〈Bj ,Xi〉〈Bl,Xi〉 et Gk la matrice de terme généralgjl = 〈B(m)

j ,B
(m)
l 〉 pourj, l = 1, . . .k + q . Or,

il existe (voir [1]) une constantec telle que limn→+∞ P({ω/λmin(Ĉρ) > c
ρ
kn

}) = 1, ce qui entraîne le point (i).
L’hypothèse (H.2) implique qu’il existe une fonction spline, notéeΨ �

α = tBk,qθ�, vérifiant supt∈[0,1] |Ψ �
α (t) −

Ψα(t)| � C2/k
p
n (voir [2]). On obtient ainsi avec (H.1) :‖Ψ �

α −Ψα‖2
2 = OP (1/k

2p
n ). Il reste donc à étudier le term

E(‖Ψ̂α − Ψ �
α‖2

2|X1, . . . ,Xn). Pour cela, remarquons que pourL > 0 et(δn)n∈N une suite de réels positifs, on a :

P

[
1

n

n∑
i=1

〈
Ψ̂α − Ψ �

α ,Xi

〉2 + ρ
∥∥(

Ψ̂α − Ψ �
α

)(m)∥∥2 � L2 δ2
n

n

∣∣∣ X1, . . . ,Xn

]

� P

[
inf

|θ |�Lδn

n∑
fi(θ) >

n∑
fi

(√
n Ĉ1/2

ρ θ̂ − √
n Ĉ1/2

ρ θ�
) ∣∣ X1, . . . ,Xn

]
,

i=1 i=1
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oùfi est définie par :

fi(θ) = lα

[
Yi −

〈
tBk,q

(
Ĉ−1/2

ρ√
n

θ + θ�

)
,Xi

〉]
+ ρ

∥∥∥∥[
tBk,q

(
Ĉ−1/2

ρ√
n

θ + θ�

)](m)∥∥∥∥2

.

Remarquons que minimiser
∑n

i=1 fi(θ) revient à minimiser le critère (3). On montre alors qu’il existeL = Lε > 0

tel que, pourδn = (kn/ρ + nρ)1/2, on a :

P

[
inf|θ |�Lδn

n∑
i=1

fi(θ) >

n∑
i=1

fi

(√
n Ĉ1/2

ρ θ̂ − √
n Ĉ1/2

ρ θ�
) ∣∣ X1, . . . ,Xn

]
> 1− ε,

en utilisant notamment la convexité de la fonctionfi . On obtient finalement la relation

E
(∥∥Ψ̂α − Ψ �

α

∥∥2
n
+ ρ

∥∥(
Ψ̂α − Ψ �

α

)(m)∥∥2 ∣∣ X1, . . . ,Xn

) = OP

(
1

k
2p
n

+ kn

nρ
+ ρ + ρk

2(m−p)
n

)
,

où‖ · ‖n est la version empirique de la semi-norme‖ · ‖2, c’est-à-dire dans laquelleΓ est remplacé par l’opérateu
de covariance empirique. Le résultat (ii) s’obtient finalement en montrant l’équivalence des deux norme
ensemble auquel appartient la solution du problème de minimisation.�

Notons que, sous les hypothèses du théorème, si on prendkn ∼ n1/(4p+1) et γ = 1/(4p + 1), on obtient la
vitesse de convergence‖Ψ̂α − Ψα‖2

2 = OP (n−2p/(4p+1)). C’est la même vitesse que celle obtenue par Cardot
[1] pour l’estimateur spline de la moyenne conditionnelledans le cas du modèle linéaire fonctionnel. Le problè
de l’optimalité de ces vitesses reste une question ouvertedans le cadre des modèles linéaires fonctionnels. On
remarquer qu’elles dépendent de manière importante du comportement de la plus petite valeur propre deĈρ . Nos
travaux se poursuivent dans cette direction.
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