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Résumé
Soitdy ¢(n) la fonction nombre des diviseurs de I'entier naturet 1, dans les progressions arithmétiqges- mk}, avec
1< ¢ <kete, k premiers entre-eux, et sdit(n; k, £) définie par :

Indy ¢ (n) In(p(k) Inn)

Fn k. £) = In2Inn

Dans cette Note, nous étudions et donnons la structure des nombrdsautement composés supérieurs qui généralisent
ceux définis par S. Ramanujan. Nous prouvons que le maximum absdl@nclé, ¢) est atteint sur ces nombres et nous le
donnons explicitement pour= 2, ..., 13; généralisant ainsi I’ étude faite par Nicolas et Robin pour 1. Pour citer cet
article: A. Derbal, A. Smati, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abstract

The number of divisors of an integer in arithmetic progressions. Let d; ,(n) be the function number of divisors of the
integern > 1, in arithmetic progression$ + mk}, with 1 < £ < k and¢, k coprime, and le¥ (n; k, £) defined as follows:

Indy ¢ (n) In(p(k) Inn)

Fn k. £) = In2Inn

In this Note, we study and give the structuredpf,-superior, highly composite numbers, which generalize those defined by
S. Ramanujan. We prove that(n; k, £) reaches its maximum among these numbers. We give it explicitly fer2, ..., 13.

This generalizes the study of Nicolas and Robin, in which the kasd. is treatedTo cite this article: A. Derbal, A. Smati,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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1. Introduction

Soientk et ¢ des entiers naturels tels quecl! < k et (k, £) = 1. Pour tout entier > 1, on note patl ¢(n)
le nombre des diviseurs dedans la progression arithmétiqg@len + ¢}. La fonctiondy ¢(n) est une fonction
arithmétique multiplicative, définie par

=[] (@+D), (nzl"[p“),

p*lin, p=t(k) p¥lin
ou p est un nombre premier générique. Aidsii(n) = d(n) est le nombre des diviseurs dePosons
Indk ¢(n) In(p (k) Inn) (1)
In2Inn
ou ¢(k) est l'indicateur d’Euler. D’'aprés [2], le maximum absolu de la fonctim; 1, 1) est atteint au nombre

hautement composé supérieur (h.ai1s9 6 983 776 800, et vaut £379. Dans cette note nous étudions les fonctions
di.¢(n) et F(n; k, £). Nous obtenons les résultats suivants :

F(n;k,0) =

Théoreme 1.1.

(1) On alimsupF (n; k, £) = 1 et il existe une infinité de nombrés¢-h.c.s. N tels qué (N; k, ¢) > 1;
(2) LafonctionF (n; k, £) atteint son maximun absolu en un nombifg-h.c.s,
(3) Pourk=1,2,...,13 le maximuni(k) de F(n; k, £) est donné dans le Table@ya la Sectior8.

La définition et la structure des nombigs -h.c.s. sont données dans la Section 2, ou nous suivons la méthode
de Ramanujan. La notion de nombres hautement composés et hautement composés supérieurs fut introduite po
la premiére fois par Ramanujan dans son article de 1915 «Highly composite humbers» [3] et développée, patl
de nombreux auteurs dont Alaoglu, Bej Nicolas (voir I'article de synthése de Nicolas [1] pour davantage
d’'informations et une abondante bibliographie sur le sujet). Dans son étude de I'ordre maximum de la fonction
d(n), Ramanujan a développé des idées susceptibles de généralisation a d’autres fonctions arithmétiques. Son id¢
majeure est la mise en évident'ene suite d’entiers attachéelan), qualifiés d’entiers hautement composés — ce
sont les entiers qui ont plus de diviseurs que tout emie précédant- et d’'une suitkentiers, dits hautement
composés supérieurs, qui lui ont permis d’obtenir en particulier, 'ordre maximum de la forkignBien
entendu, la portée de I'article de Ramanujan va bien au-dela de I'étude de I'ordre maxindgm,dians la mesure
ou la structure fine des nombres hautement composés a été étudiée et que de nombreux problemes intéressant:
difficiles les concernant, notamment leur répartition, restent ouverts malgré les études importantes qui suivirent
durant de nombreuses décennies.

2. Lesnombres di ,-hautement composés supérieurs

Lemme 2.1 (et définition).Pour toute > 0, il existe un unique nomb®¥ = Ny ¢ . vérifiant
d dr¢(N d dr¢(N
k,e(n) < k,e(N) pourn <N et k,e(n) - k,e(N)

nS NS nS NS
Ce nombre est appet& ,-hautement composé supérieur associé a

pourn > N.

Démonstration. La limite de la fonctiond ¢(n)/n® étant nulle, elle atteint son maximum en un nombre fini
d’entiers ;N en est alors le plus grand .o

Lemme 2.2 (et définition).Pour tout entierr > 1 et pour tout réek > 1, on poseH (x,a) = (IN(1+ 1/a))/Inx.
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Pour toute > 0, I'équation H (x, ) = ¢ possede une unique racing > 1. On définit ainsi une suitéry ) >1
dans]1, +oo[. On poser; = x. La suite(xy)y>1 €St Strictement décroissante et vérifie les proprietés

In(1+1
x2>+/2x pourx =60, x,=x"@ 0L‘Jv(a)=% et x* < x, < xeIn2,

Lemme2.3. Soients > 0, N = Ny ¢ . le nombred; ,-h.c.s. associé a, et p1 = p1(k, £) le premier nombre premier
congru a¢ modulok.

(1) Tout diviseur premiep de N, d’exposantr > 1, est congru & modulok et vérifie
H(p,a+1) <e<H(p,a) et xy41<p<xq-
(2) Sie >e1=H(p1,1) alors Ny ¢ = 1.
Lemme 2.4. Soit p un nombre premierp = £(k). On poseE, = {H(p, o), « > 1} et on noteE la réunion de

tous les ensemblds,. Pour toute > 0, il N’y a qu’'un nombre fini d’éléments d& supérieurs &. On range les
éléments d& en une suite décroissantes= H(p1,1) > &2 > ---.

(1) Soients; ete;41 deux éléments consécutifs BePour toute > O tel quees; 11 <& < &, 0N aNg ¢,e = Ny, ¢, -
(2) L'ensemble des nombréds (-hautement composé supérieurs est
{LBBU{Ngee i€ E}Y etona 1< Nige <Nige, <.
(3) Soitx défini parH (x,1) =¢.On a alors
N =Ny = I1 p [1 P2 I1 "
p=t(k), xa<p<x  p=l(k), x3<p<x2 p=t(k), Xp+1<p<Xm
oum est le plus grand indice tel que, 1 < p1 < x,,; Il est égal a la partie entiere d&/(p] — 1) et est
équivalentdnx/In2Inp; (x - +00).

Remarque 1. Le Tableau 1 donne, a titre d’exemples, les premiers nonalare$.c.s. pouk = 3 eté = 2.

Lemme 2.5 (Voir [2] pour k = 1). Soit Np le premier nombrel; ,-h.c.s. tel queNo > expe?/¢(k)), etn entier,
n>=2.

(1) Sin < No, alorsF(n; k, £) < F(No; k, £) etsin esttel quaVg < N1 < n < Na, 0UN; et No sont deux nombres
dr ¢-h.c.s. consécutifs, aloB(n; k, £) < max(F (N1; k, £), F(No; k, £)).
(2) Soith = Ak, £) =max,>2 F(n; k,£) = F(N; k, £). Alors N est un nombré ¢-h.c.s. associé a
(In(pk)InN)) — 1
In?(p(k)INN)

e=(AIn2

3. Démonstration du Théoreme 1.1

Les assertions 1 et 2 s’obtiennent par application des Lemmes 2.2 et 2.5. L'assertion 3 s’obtient a partir
des Lemmes 2.4 et 2.5 et des majorations explicitedatedions sommatoires des nombres premiers dans les
progressions arithmétiques, données dans [4] ainsi que du calcul effectif des nainptes.s. inférieurs ou



90 A. Derbal, A. Smati / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004) 87-90

Tableau 1
Les onzes premiers nombrés-h.c.s.
€ Ne d3,2(N5) F(Nsi?’, 2)
e>e1=H((2,1)=1 1 1 indéfinie
£1>¢€> 69 =0,584962 .. 2 2 0,471233...
g9 >e>e3=0,430678.. 22 3 1,165925. ..
e3> 6> 64 =0,415037.. 2x5 6 1,544848 ...
€4 >¢€>65=0,321928.. 2x5 8 1,625265. ..
65> 6> 65 =0,289064 .. x5 10 1,645533...
eg > >e7=0,263034.. 24 x511 20 1,661929. ..
e7>¢6>6g=0,251929.. 5 x5x11 24 1,659266 . ..
eg > 6> e9=0,24465Q. . 25 x52x 11 36 1,650445 . ..
cg>e>610=0,222392.. B x5x11x17 72 1,641937...
cl0=€>611=0,221064.. 20x52x11x17 84 1,636269...
Tableau 2
Les maxima absolus(k) de F(n; k, £) pourk =1,2, ..., 13 uniforme er?
k A(k) £ N = Ni g, e di 4o (N) xz
1 1,537939... 1 Px 33 x52x 7Tx11x13x 17x 19 0,235408.... 2304 2896
2 1,348897 ... 1 Bx52x T2 x11x -+ x 43 0,184288. .. 46080 2876
3 1,6619289. .. 2 D% 5x 11 0,289064 ... 20 1464
4 1,448428 ... 3 Bx 7x11x19x 23 0,210647.... 64 1453
5 2,071053. .. 2 dx 7 0,356207 ... 8 743
6 1,298412... 5 B 112 x 17x 23 x 29x 41 x 47 x 53 x 59 x 71 0,162608.... 3072 1444
7 2,427439 ... 2 3 0,415037 ... 4 487
8 1,646895 ... 3 3% 13 0,261859. .. 8 734
9 2,427439 . .. 2 % 0,415033... 4 500
10 1,614755. .. 3 3x 13 0,261859. .. 8 727
11 2,228805. .. 3 3 0,369070. .. 3 290
12 1,383712... 5 Bx 17x 29x 41 x 53 0,174583... 64 726
13 3,214459 . .. 2 ) 0,584962 ... 3 264

€gaux aN ¢(25000. Le Tableau 2 donne les valeurs des maxima absdaldsde F (n; k, £) pourk =1,2,...,13
uniforme en¢ (¥ désignant le nombre de nombigs,,-h.c.s< Ny ¢,(25000).
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