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Résumé

Les ondes sources sont des solutions particulieres de systemes hyperboliques vraiment non linéaires, avec terme source,
dont la vitesse de propagation reste cependant constante et déterminée par une racine du terme source. Nous proposons
un systéme de deux équations, en dimension deux d'espace, modélisant un champ de vitesse en basse atmosphere. Le ter
source correspond a la prise en compte d’'un gradient de pression, d'un effet de friction ou d’aspiration, et de la force de
Coriolis. Dans la cas particulier ou les parametres du teouece sont des constantes, noogstruisons une solution qui est
constante en dehors d’une couronne circulaire représentant le cyclone. Le disque intérieur représente le mur de I'oeil du cyclone
et correspond a un choc desaillement. Le cercle extérieur est un lieu deatéple bifurcations modélisant effectivement le
cyclone.Pour citer cet article: A.-Y. LeRoux et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A mathematical model for hurricanes. The source waves are some particular solutions to genuinely non linear hyperbolic
systems with a source term, whose propagation velocity is a constant determined by the roots of this source term. We propos
a system of 2 equations on a 2 dimension space, which model the velocity field of the atmosphere near the ground. The sourc
term is made of three parts: a given pressure gradient, a friction or aspiration effect and the Coriolis force. In the case where
these parameters are constant, we build a solution which is a constant outside a circular crown. The internal circle represent:
the eye’s wall of the hurricane and corresponds to a share shock wave. The external circle is a set generating the bifurcatior
which actually models the hurrican®o citethisarticle: A.-Y. LeRoux et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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1. Introduction

Une onde source est une onde dont la vitesse est complétement déterminée par une racine du terme sour
d’'un systéme hyperbonique non linéaire. Le terme source est pris au sens large, en incluant également les terme
de perte. Par exemple, pour toRt> 0, u, € R etk > 0, la fonctionu(x, t) = u, + k%XR(pc — u4t|), avec
xr(E) = %(5 — R)?, est & la fois solution de I'équation de Burgers non homogenreuu, + k(u —u,) =0 et
de I'équation linéaire homogene + u.u, = 0. On peut aussi construire une solution en forme de train d’ondes,
en concaténant plusieurs solutions de ce type. Notons que cette solution présente une discontinuité compatibl
avec la condition de choc de Rankine Hugoniot et la corliti@entropie. On retrouve cette notion d’'onde source
dans de nombreuses applications, en hydraulique notamment, pour représenter les «roll waves» sur une pent
le mascaret dans un estuaire, ou les vagues qui arrivent sur une plage; voir [1-3,5,6]. Nous proposons ici une
nouvelle application en dimension deux d’espace, caradies cyclones, dont unesibeiption du phénomene est
développée par exemple dans [7].

2. Lemodéedecyclone

On noteu et v les composantes horizontales de la vitegse; 72’1'5‘6“0% le coefficient de Coriolis, ou est la
latitude du lieu £ > 0 dans I’hémisphére nord}, > 0 un coefficient de friction et > 0 un coefficient d’aspiration
qui est sans effet & I'extérieur du phénomeéne cyclonique et qui simule ici I'action d’'une composante verticale de
vitesse. Le gradient de pressiy, p,) est supposé étre ici une donnée. Le modele est le suivant

up +uny + vy + py + pu — ov=k(u — uy),

1
U + uvx + 00y + py + pv + ou =k — vy) (1)
N pxtopy __ Wpx—Hpy
oUu, = T 7ra? etv, = Tl
En écrivantp, = —puy + wv, €t py = —wu, — vy, le systeme prend la forme
ur +uuy +vuy =k — ) (U — ) + 0 (v — vy), @)

v +uvy +vvy = (k — ) (v — vy) —o(u — uy)

dontu, et v, forment la racine du terme source. Ainsi, une onde source est aussi solution du systéme linéaire
associé :

U + sty + vity =0, U + Uy Ux + vgvy =0. 3)

Le champ de vitesseu., v,) correspond aux alizés.

Selon la relation de Rankine Hugoniot, qui s’obtient a partir d’'un calcul de fonctions généralisées (voir [4]), une
onde choc du systéme (1) correspond & une courbe de discontinuité de Izﬂ(xrmé‘%t, y— &2“%) =0ou
(11, v1) et(uz, v2) sont les valeurs de la solution de part et d’autre de cette discontinuité. Dans le cas ou le support
de la discontinuité est un cercle de rayRret de centrgxg + uxt, yo + v«t) avecxp, yo donnés, et en prenant
U1 = Us, V1 = Uy PUISu2 = yu, v2 = pv les traces de la solution de l'autre c@te la discontinuité, la relation de
Rankine Hugoniot donne

(Yu —uy)(x — uxt —x0) + (Yv —v)(y — vst — yo) =0 4)

ce qui exprime que le saut de discontinuité: — u,, yv — v,) doit étre orthogonal a la direction radiale. La vitesse

du choc est égale @, v,) ce qui en fait une discontinuité de contact. Nous verrons dans la suite que I'extérieur
du cyclone dans certains cas d’une part, le mur de I'oeil d’autre part correspondent a de tels chocs, et que le cham
de vitesse entre ces deux cercles correspond a une bifurcation.
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3. Larésolution par les caractéristiques

En prenant le temps comme parameétre, le systéme caractéristigue associé a (X)(®st u(r), u'(t) =
(k— ) (@) —uy) + o) —vy), Y (@) =v(@), V() = —o(t) —uy) + (k — w)(v@) — vy). On prend comme
trajectoire de référence celle issuexde R, y = 0 ouR est le rayon du cyclone. On remarque que I'intégration du
systeme caractéristique donne explicitement

u=(k—pw)(x —u) +w(y — vit) + s, v=—w(x —ut) + (k — w)(y — vgt) + vy

On introduit les variables Lagrangienn€s= x — uyt, Y =y — vit, U =u — uy, V = v — v, et on cherche une
solution de la forme

(g) - a(é)(ﬁ) + b(és)(‘j) (5)

oU & =+/X24Y2. Ainsi a(£)£ est la composante radiale de la vitessé @bz sa composante transverse. La
relation de Rankine Hugoniot se réduit @@ imposer la continuité de la quantité&)£2 ce qui autorise toute
discontinuité de la composante transverse, etagude possibilité pour la composante radiale, lorsgges = 0.
L'introduction de (5) dans (1) conduit au systéme différentiel

ad’s +a® —b%>— (k — wa + wb =0, ab’& +2ab — (k — w)b — wa =0.

Dans le cas particulier o = 0, w = 0, une solution non nulle est(¢) = k(1 — g), b(&) = 0. On retrouve une
généralisation immédiate du cas monodimentionnel, qp&ut encore généraliser immédiatement en dimension
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Fig. 1. Gauche : composants radiales et trasverses de la vitesse ; 2 autres colonnes : voir texte.
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trois, et ainsi modéliser une sorte de «trou noir». Dans le cas du cyclone, on recherche les solutions non nulles el
posantz(§) = —% ce qui donne
d d
d¢ dg

que I'on integre a partir dé = R en prenant:(R) =0, b(R) = 0 etz(R) = zo, une petite incidence que I'on se
donne.

(a(®)§) =2®%a(@) + (k — p) + wz(€), (b&)§) = —bE) +w— (k— wz(&)

4. Testsdevalidation

Dans la Fig. 1, la premiere colonne représente les composantes radiales et transverses de la vitesse, puis
représentation d’'une sélection de caractéristiques. On g@s0.075,k = 15, u = 0 et résolu les équations
numériquement par la méthode d’Eul®n peut remarquer I'apparition de I'oeil et une forte augmentation des
vents au voisinage du mur. Les deuxras colonnes représentent de pdbtghbillons obtenus a partir d’'un choc
sur le bord extérieur, et sans aspiration (en claitR) # 0, k = 0).

On observe encore I'apparition d’un oeil, et aussi que le sens d’enroulement des caractéristiques autour de 'oei
dépend complétement de la valeur du coefficient de friction; on ne peut espérer dégénérer en cyclone que si |
friction est suffisante. Ici, le calcul explicite est possible.

5. Conclusion

Malgré sa relative simplicité, le modéle permet a la f@seproduire I'apparition et la stabilité de I'oeil tout en
décrivant la trajectoire du cycloneo@r simplifier, les coefficients ont étéattés ici comme des constantes, mais
une réactualisation des champs de pression en fonat®dahnées météo et du coefficient de Coriolis en fonction
de la latitude, peut étre effectuée a chaque instant, l&&relifces d’échelle entre les deux phénomenes étant trés
importantes.
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