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Résumé

Tout groupe réductif connex@ sur un corps (de caractéristique nulle) peut s’écrire comme un quotteng, ou S est un
k-tore flasque central dans érgroupe réductifd extension d’urk-tore quasitrivial par urk-groupe semisimple simplement
connexe. De telles présentations@eermettent de simplifier I'étude du groupék) des points rationnels d&, de la cohomo-
logie galoisienne d& et du groupe de Brauer d’'une compactification liss&d®our citer cet article: J.-L. Colliot-Théléne,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abstract

Flasque resolutions for connected reductive algebraic group# connected reductive groug over a (characteristic zero)
field k may be written as a quotierfi /S, where thek-group H is an extension of a quasitrivial torus by a simply connected
group, andsS is a flasque-torus, central ini. Such presentations = H/S lead to a simplified approach to the Galois coho-
mology of G and related objects, such as the Brauer group of a smooth compactificationNdfienk is a number field, one
also recovers known formulas, in terms$ffor the quotient of the grou@ (k) of rational points byR-equivalence, and for the
Abelian groups which measure the lack of weak approximation and the failure of the Hasse principle for principal homogeneous
spacesTo citethisarticle: J.-L. Colliot-Thélene, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Sur un corps de nombres, une série de travaux importants a établi pour les groupes semisimples simplemer
connexes les propriétés suivantes. lIs satisfont I'appmation faible, leurs espaces principaux homogénes satisfont
le principe de Hasse, leur nombre de Tamagawa esté&fjaDans presque tous les cas, on a aussi établi que la
R-équivalence [6] sur lek-points d’un tel groupe est triviale.

Ces propriétés ne valent en général pas pour un gna@detif connexe quelconque. Pour mesurer le défaut de
ces propriétés, on utilise lamhomologie galoisiene pour comprendre ce qui se passe lorsque I'on passe d'un tel
groupeG au groupe semisimple simplement conné&é revétement universel du groupe dérigée’ de G. Ce
genre de travail a été fait par Sansuc [10], par Borovoi [1] et par Gille [8].
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On trouve dans ce contexte deux méthodes dans la littératelle des revétements spéciaux (cf. [10] et [8])
et celle dex-extensions (cf. [1] et [3]). Dans un travail ré¢dd], j'ai introduit une troisieme méthode, celle
des résolutions flasques des groupes réductifs — gu'awvait jusqu’ici définies et utilisées que pour les tores
algébriques [6,11]. Je montre ici comment ces résolutions permettent d’obtenir de facon plus directe des résultat
de Sansuc, Borovoi, Gille, Kunyavikien particulier des résultats de [3], qui a inspiré le présent travail. Les
démonstrations des résultats annoncés feront I'objet d’'une publication ultérieure.

Soientk un corpsk; une cl6ture séparable gt= Gal(k;/k). Pour simplifier les énoncés, dans toute la note
on supposeré de caractéristique nulle. La cohomologie utiliséaslaet article est la cohomologie galoisienne.
Un k-tore T est unk-groupe algébrique linéaire qui, sky, devient isomorphe a un produit de groupes multi-
plicatifs G,,. On noteT*, resp.Ty, le groupe des caractéres, resp. des cocaractérds, de sont des modules
galoisiens de type fini, libres sir. Un tel module galoisieM est dit de permutation s'il posséde une baseZsur
respectée pay; il est dit flasque, resp. coflasque, si pour tout sous-groupe oyeegtle groupe de cohomologie
H(h, Homz (M, Z)), resp.H(h, M), est nul. Unk-tore est dit quasitrivial, resp. flasque, resp. coflasque, si son
groupe de caracteres est de permutation, resp. flasque, resp. coflastj@st 8ne variété sur un corpset F est
une extension di, on noteX g le F-schémaX x; F. On noteX,; = X xp k;.

1. Groupes réductifs quasitriviaux et résolutions flasques

Proposition 1.1.Pour unk-groupe réductif connexd , les propriétés suivantes sont équivalent@sl e k-groupe
H est extension d’uk-tore quasitrivial par unk-groupe semisimple simplement conndiig.Le groupe dérivé
HY%" de H est simplement connexe, et le groupe des caractére,dest un module de permutatiofii) Le

groupe de Picard dé est nul, et le groupe des caractéresdeest un module de permutation.

On dira qu’un tel groupe est wgroupe réductif quasitrivial
Le théoréme suivant [4] généralise un résultat bien connu poirtees algébriques [6,11].

Théoréme 1.2.Pour tout k-groupe réductif connexé&, on peut trouver une extension centrale /dgroupes
1—-S— H— G — 1, avecH extension d’'unk-tore quasitrivial par unk-groupe semisimple simplement
connexe, ef un k-tore flasque.

On dira qu'une telle suite & S — H — G — 1 est unerésolution flasque du group&. On a pour ces
résolutions la propriété de presque unicité suivante.

Proposition 1.3.Soientl - § - H — G — letl— S1 — H; — G — 1 deux résolutions flasques degroupe
réductif G. Alors (i) Il existe unk-isomorphisme dé-groupes algébrique$ x; H1 >~ S1 x; H. (i) Il existe des
modules de permutatioR* et P} et un isomorphisme de modules galoisishgp P} >~ ST @ P*.

2. Résolutions flasques et torseurs universels

Théoréme 2.1.Soit X unek-compactification lisse d’uk-groupe réductif connex€. SoitSy le k-tore de groupe
des caracteres le module galoisien le groupe de PidamX ;). Soit7 — X un torseur universe]7] sur X, de
fibre triviale en I'élément neutre de G (k). C'est un torseur sousp. Alors: (i) Louvert 7 =7 xx G C T
possede une structure degroupe algébrique connex# tel que la projectiorZg — G soit un homomorphisme
surjectif H — G de noyaucentral) le k-tore Sp. (ii) La suite exacte de-groupesl — So — H - G — lestune
résolution flasque dé& : le k-groupeH est un groupe réductif quasitrivial et ketore Sp est flasque.

La démonstration de ce résultat utilise le théoreme de Borovoi et Kunyf&kbelon lequel le module galoisien
S5 = Pic(Xy) est flasque.
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3. Résolutions flasques et complexes de Borovoi

Soit 1—» S — H — G — 1 une résolution flasque dutgroupe réductif connex€, avecH extension d’un
k-tore quasitrivialP par lek-groupe semisimple simplement conng%&®’. On a donc un homomorphisme induit
S — P. Le groupe dérivé79¢" de H s'identifie au revétement simplement conné&& de GY¢". Soit T' un k-tore
maximal dansz. On noteT ¢ le k-tore image réciproque deé dansGSCvia la fleche composégst — G G.

Le complexe de-tores utilisé par Borovoi [1] (en caractériptie 0) pour définir sa cohomologie abélianisée est
[TS¢— T1]. (On placers¢en degré-1 etT en degré 0.)

Proposition 3.1.(i) Le complexe dé-tores[T5¢— T] est quasiisomorphe au complexeidtores[S — P].
(i) Le complexe de modules galoisidfis — T5%] est quasiisomorphe au complexe de modules galoisiens
[P* — S*].

Borovoi [1] a défini des groupes de cohomologie abélianiHé’g(k, G) et Hgb(k, G) et des applications
Gk) — Hgb(k, G) et HY(k,G) — Halb(k, G). La proposition ci-dessus donne des isomorphisﬁii%ﬁk, G) ~
HOk,[S — P)) et Halb(k, G) ~ HY(k,[S — P]). Le groupeH (k,[S — P]) admet pour quotient le groupe
H(k,S). On aHYk,[S — P]) ~ Ker[H?%(k, S) — H?(k, P)]. On peut gager que les applicatio6§k) —
He?b(k, G) et H(k,G) — Hgb(k, G) définies par Borovoi sont ainsi reliées aux applications déduites de la co-
homologie galoisienne de la résolution flasque-1S - H - G — 1.

4. Résolutions flasques et groupe fondamental des groupes réductifs

SoientT ¢ G comme ci-dessus. Le groupe fondamemtglG,) de G est le module galoisien conoyau de la
fleche de cocaracterds®, — T,. Cette définition est indépendante du choixidéBorovoi [1]).

Proposition 4.1.Un k-groupe réductif connexe est quasitrivial si et seulement si son groupe fondamg(tia)
est un module de permutation.

Proposition 4.2. Une résolution flasqué — S — H — G — 1, avecH extension d'urk-tore quasitrivial P
par un k-groupe semisimple simplement connexe, induit une résolution coflasque du module galgi€ign
a savoir la suite exact® — S, — P, — m1(G5) — 0, ou S, est un module galoisien coflasque &t est un
module de permutation.

C’est par le biais d’'une telle résolution coflasquend€G,), qu’on peut trouver a priori, que Borovoi et Ku-
nyavski [3] définissent le module galoisiefy (a addition prés d’'un module de permutation). lls établissent les
isomorphismes des énoncés 5.1, 6.2 et 6.3 ci-aprés.

5. Groupe de Brauer d’'une compactification lisse

Théoreme 5.1SoientG unk-groupe réductif connexé,— S — H — G — 1 une résolution flasque dugroupe
G et X unek-compactification lisse d&. Alors Br(X)/Br(k) ~ H(k, 5%).

Cecirésulte des énoncés 1.3 et 2.1. Combinant 3.1 et 5.1, on retrouve une formule de [2].

6. Cohomologie galoisienne des groupes réductifs

Soit G un k-groupe réductif connexe. Soit-2> S — H — G — 1 une résolution flasque d&, avecH ex-
tension d’'unk-tore quasitrivialP par unk-groupe semisimple simplement connexe. Ces données fournissent un
homomorphismé (k) — H1(k, S) et une fleche d’ensembles poin#s(k, G) — Ker[H2(k, S) — H?(k, P)].
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Proposition 6.1.Soitl - § — H — G — 1 une résolution flasque d’uirgroupe réductif connexé.

(i) Cette résolution flasque induit une suite exakite)/R — G (k)/R — H(k, S) — H(k, H).
(i) Le quotient deG(k)/R par I'image deH (k) ne dépend pas de la résolution flasquedle
(iif) Sik est un corps de type fini sur le corps premier, alors ce quotient est fini.

Les deux théorémes suivants, variantes de [3], généralisent des résultats de [6,11,10,8,9,5].

Théoréme 6.2.Supposons qug est de dimension cohomologiqse2 et que, sur toute extension finie de

indice et exposant des algebres simples centrales coincident. Supposons en outre que la dimension cohomol
gique de I'extension abélienne maximale dest < 1. Une résolution flasqué —- S - H — G — 1 d’'un
k-groupe réductif connexé& induit un isomorphismes (k)/R ~ H(k, S) et une bijection deH1(k, G) avec
Ker[H2(k, S) — H?(k, P)].

La démonstration utilise des résultats de [9] et [3]. Les hypothéses sur lekcaggsirent en particulier que la
conjecture Il de Serre vaut (cf. [5]). Elles sont satisfaites dans chacun des cas suivesttan corpg-adique k
est un corps de nombres totalement imaginakrest le corps des fractions d’'un anneau local integre strictement
hensélien de dimension 2 et de corps résiduel de caractéristique 0. Uk cierfanctions de deux variables sur un
corps algébriquement clos de caractéristique 0 est de dimension cohomologique 2 ; I'hypothese indice/exposant e
satisfaite (théoréme récent de de Jong). On ne connaiiguasce cas la dimension cohomologique de I'extension
abélienne maximale dig mais I'hypothése qu’elle est au plus 1 n’est utilisée dans la proposition ci-dessus que
lorsqu'’il y a dansG des facteurs de typEs. Dans chacun des cas mentionnés, le gratipé, S) est fini pours
un k-tore flasque, le groupe quotieGitk)/R est donc fini.

Théoreme 6.3.Soientk un corps de nombres & I'ensemble de ses places. Sbit> S - H - G — 1 une
résolution flasque d’uk-groupe réductif connexg.

(i) Cette résolution induit une suite exacte de groupes Hﬂ%r(k)/R — G(k)/R— HY(k,S)— 0.
(i) Elle induit un isomorphisme entre le groupG), quotient du groupd [, ., G(k,) par 'adhérence de
limage diagonale deG (k), et le groupe abélien finCokef H(k, S) — @, H (ky, S)].
(iii) Elle induit une bijection entre I'ensembléerl H1(k, G) — [],.q H?(ky, G)] €t le groupe abélien fini
KerlH?(k, S) — [1,co H?(ky, $)1.
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