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Résumé

On propose deux tests pour tester l’hypothèse d’égalité de deux fonctions de survie contre l’alternative de croisement de ce
fonctions pour des données censurées à droite. La loi asymptotique des statistiques de test est trouvée. La puissan
est calculée.Pour citer cet article : V. Bagdonavičius et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Tests for equality against the alternative of crossing of two survival functions.We propose two tests to test the hypothe
of the equality of two survival functions against the alternative of crossing of these functions for right-censured da
asymptotic laws of test statistics are given. The powers of the tests are calculated.To cite this article: V. Bagdonavičius et al.,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Il existe beaucoup de tests d’égalité des fonctions de survie à partir d’échantillons censurés. Une class
inclut des variantes des tests classiques de Cramer–von-Mises et Kolmogorov–Smirnov au cas censuré
dersen et al. [1]). Une autre classe de tests comprend les tests du logrank pondérés, basés sur une integra
par rapport à la différence des estimateurs des hasards cumulés (voir Fleming and Harrington [4], Ander
[1], Klein and Moeschberger [5]). Brookmeyer and Crowley [3] ont proposé une généralisation du test d
dianes. Une généralization du t-test classique, basé sur les estimateurs de Kaplan–Meier, est donnée par
Moeschberger [5]. Cependant, les tests classiques du logrank pondérés ne sont pas puissants contre les altern
de croisement des fonctions de survie. Les tests de type Cramer–von-Mises ou Kolmogorov–Smirnov son
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ment plus puissants contre de telles alternatives mais, étant des tests omnibus, ils ne sont pas optimaux
alternatives bien précises. Stablein et Koutrouvelis [6] ont proposé un test orienté contre l’effet de croisem
test ne peut être appliqué que pour lacensure de type II. Nous proposons deuxtests de l’égalité des fonctions d
survie contre l’alternative de croisement des fonctions de survie à partir de données censurés à droite.

2. Alternative de croisement des fonctions de survie

On considère le problème de la vérification de l’hypothèseH0 : S1(t) = S0(t) de l’égalité des fonctions de surv
S1 andS0(t) contre l’alternative écrite en terme de fonctions de risque :

HA: λ1(t) = eβ
{
1+ eβ+γ Λ0(t)

}e−γ −1
λ0(t);

nous notonsΛi(t) = ∫ t

0 λi(u)du (i = 0,1) les risques cumulés. Sous l’alternativeHA, on a :
1) Si γ > 0 etβ > 0 (ouγ < 0 andβ < 0), alors les fonctions de hasard et les fonctions de survie se cro

une et une seule fois dans l’intervalle(0,∞).
2) Si γ > 0 etβ � 0 (ouγ < 0 etβ � 0), alors les fonctions de hasards cumulés s’éloignent.
3) Si γ = 0 etβ �= 0, alors on a l’alternative de hasards proportionnels.

3. Test du score modifié

Supposons quen0 sujets du groupe 0 etn1 sujets du groupe 1 sont observés. Notons parTij et Cij les instants
de décès et de censure pour lej -ième sujet dui-ième groupe, et posons

Xij = min(Tij ,Cij ), δi = 1{Tij �Cij }, Nij (t) = 1{Tij �t,δij =1}, Yij (t) = 1{Xij �t},

Ni(t) =
ni∑

j=1

Nij (t), Yi(t) =
ni∑

j=1

Yij (t), N(t) = N0(t) + N1(t), Y (t) = Y0(t) + Y1(t),

où 1A est l’indicatrice de l’événementA.
Les fonctions scorẽU1(β, γ ) = ∂

∂β
ln L̃(β, γ ) et Ũ2(β, γ ) = ∂

∂θ
ln L̃(β, γ ), obtenues de la log-vraisemblan

paramétrique (le cas deΛ0 spécifiée)

ln L̃(β, γ ) =
∞∫

0

{
β + (e−γ − 1) ln

(
1+ eβ+γ Λ0(v)

)}
dN1(v)

−
∞∫

0

ln

[
Y0(v) + Y1(v)eβ

(1+ eβ+γ Λ0(v))1−e−γ

]
dN(v),

sont modifiées au cas semiparamétrique en remplaçantΛ0 par son « estimateur »̃Λ0 dans les expressions dẽU1 et
Ũ2. « L’estimateur »Λ̃0 est définie par récurrence :

Λ̃0(t, β, γ ) =
t∫

0

dN(u)

S(0)(u−, Λ̃0, β, γ )
, avec S(0)(v, Λ̃0, θ) = Y0(v) + Y1(v)eβ

(1+ eβ+γ Λ̃0(v,β, γ ))1−e−γ
.

Les fonctions score modifiées (Bagdonavičius and Nikulin [2]) sont

U1(β, γ ) =
∞∫ {

1+ (eβ − eβ+γ )
Λ̃0(t−, β, γ )

1+ eβ+γ Λ̃0(t−, β, γ )

}{
dN1(t) − Y1(t)eβ dΛ̃0(t, β, γ )

(1+ eβ+γ Λ̃0(t−, β, γ ))1−e−γ

}
,

0
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U2(β, γ ) =
∞∫

0

[
(eβ − eβ+γ )Λ̃0(t−, β, γ )

1+ eβ+γ Λ̃0(t−, β, γ )
− ln(1+ eβ+γ Λ̃0(t−, β, γ ))

eγ

]

×
[
dN1(t) − Y1(t)eβ dΛ̃0(t, β, γ )

(1+ eβ+γ Λ̃0(t−, β, γ ))1−e−γ

]
.

Posons :

Λ̂i(t) =
t∫

0

dNi(u)

Yi(u)
, Û1 := U1(0,0) =

∞∫
0

Y0(t)Y1(t)

Y (t)
d
{
Λ̂1(t) − Λ̂0(t)

}
,

Û2 := U2(0,0) = −
∞∫

0

Y0(t)Y1(t)

Y (t)
ln

(
1+ Λ̃0(t−)

)
d
{
Λ̂1(t) − Λ̂0(t)

}
.

Sous les hypothèses standards, la loi limite (lorsquen = n0 + n1 → ∞, ni/n → li ∈ (0,1)) de la statistique
X2 = (Û1, Û2)Σ̂

−1(Û1, Û2)
T est une loi de chi-deux à deux dègrés de liberté ; ici

Σ̂ =




∞∫
0

Y0(t)Y1(t)

Y 2(t)
dN(t) −

∞∫
0

Y0(t)Y1(t)

Y 2(t)
ln

(
1+ Λ̃0(t−)

)
dN(t)

−
∞∫

0

Y0(t)Y1(t)

Y 2(t)
ln

(
1+ Λ̃0(t−)

)
dN(t)

∞∫
0

Y0(t)Y1(t)

Y 2(t)
ln2(1+ Λ̃0(t−)

)
dN(t)




.

L’hypothèseH0 est rejetée au seuil approximatifα si X2 > χ2
1−α(2), oùχ2

1−α(2) est le(1 − α)-quantile de la loi
du chi-deux à deux degrés de liberté.

4. Nouveau test

Considérons la statistique

W =
∞∫

0

K(t)d
{
Λ̂1(t) − Λ̂0(t)

}
, oùK(t) = Y0(t)Y1(t)√

nY (t)

{
ln

(
1+ Λ̃0(t̂0, β̂, γ̂ )

) − ln
(
1+ Λ̃0(t−, β̂, γ̂ )

)}
,

t̂0 =

 Λ̃−1

0

{
e−β̂−γ̂

[
exp

{
β̂

1− e−γ̂

}
− 1

]}
si β̂ > 0, γ̂ > 0, or β̂ < 0, γ̂ < 0,

0 sinon;
β̂ et γ̂ sont les estimateurs du maximum de vraisemblance partielle modifiée pour les paramètresβ et γ , obtenus
en maximisant le logarithme de la fonction de vraisemblance partielle modifiée

lnL(β,γ ) =
∞∫

0

(
β + ln

[
1+ eβ+γ Λ̃0(v−, β, γ )

]e−γ −1)
dN1(v)

−
∞∫

ln

[
Y0(v) + Y1(v)eβ

(1+ eβ+γ Λ̃0(v−, β, γ ))1−e−γ

]
dN(v).
0
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SousH0 la variable aléatoireW est asymptotiquement normale de moyenne zéro et de varianceσ 2, et peut être
estimée par l’estimateur consistent

σ̂ 2 =
∞∫

0

Y0(t)Y1(t)

nY 2(t)

{
ln

(
1+ Λ̃0(t̂0, β̂, γ̂ )

) − ln
(
1+ Λ̃0(t−, β̂, γ̂ )

)}2 dN(t).

La loi asymptotique de la statistique de testT = W/σ̂ est normale standard et l’hypothèseH0 est rejetée au seu
approximatifα si |T | > z1−α/2, oùz1−α/2 est le(1− α/2)-quantile de la loi standard normale.

Considérons la puissance du test sous la suite des alternatives locales :

Hn: λ1(t) = e
c1√
n
{
1+ e

c1+c2√
n Λ0(t)

}e−c2/
√

n−1
λ0(t);

ici c1 > 0 etc2 > 0 ouc1 < 0 etc2 < 0.

Si Yi/n
P→ yi , y = y1 + y2, alors sous des conditions standards (voir Fleming and Harrington [4, Ch. 7]) o

convergenceW
D→ N(µ,σ 2), où

µ = 1

c2

∞∫
0

y0(t)y1(t)

y(t)

{
c1 − c2 ln

(
1+ Λ0(t)

)}2 dΛ0(t).

DoncT = W/σ̂
D→ N(a,1), T 2 D→ χ2(1, a), oùa = µ/σ etχ2(1, a) est la loi du chi-deux non-centrale à un deg

de liberté et avec un paramètre de non-centralitéa.
La puissance asymptotique du test est

β = lim
n→∞ P

{
(T /σ̂ )2 > χ2

1−α(1) | Hn

} = P
{
χ2(1, a) > χ2

1−α(1)
}
.

5. Exemple

Stablein et Koutrouvelis [6] ont étudié la mortalité des patients atteint d’un cancer de l’estomac trai
chimiothérapie (groupe 0) et par chimiothérapie plus radiothérapie (groupe 1). Les graphes des estima
Kaplan–Meier montrent que les fonctions de survie de deux groupes se croisent.

Le test du logrank classique ne rejette pas l’hypothèse d’égalité des fonctions de survie (la P-valeur est éga
0,64, la valeur de la statistique est 0,23). Un autre test du logrank pondéré, basé sur la la statistiqueÛ2, ne rejette
pas non plus l’hypothèse nulle (la P-valeur est 0,21).

La statistique de type Renyi rejette, mais pas très clairementH0 (la P-valeur est 0,053, la valeur de la statistiq
Q est 2,20.

Le test de Stablein et Koutrouvelis (qui a la plus petite P-valeur entre tous les tests considérés par eu
l’hypothèse (la valeur de la statistique est 3,78 et la valeur critique au niveau 0,01 est 3,41).

La statistique score modifiée rejetteH0 très fortement (la P-valeur est 0,00111, la valeur de la statistiqueX2 est
13,61). Le second test rejetteH0 encore plus fortement (la P-valeur 0,00081, la valeur de la statistique est 3,
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