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Résumé

Dans cette Note on présente une extension de la méthode de raffinement de maillage spatio-temporel conservative introduit
par Fouquet et al. On propose aussi un post-traitement en temps de la solution, qui nous permet de réduire les ph
parasites provoqués par la non conformité des maillages en temps. Une reinterprétation des équations en termes des nouv
inconnues donne lieu a un nouveau schéma avec des conditions de raccord consistantes à l’ordre deux. Des expériences n
riques 2D et une analyse par ondes planes du modèle 1D montrent une convergence d’ordre deux pour un taux de raffinem
arbitraire.Pour citer cet article : J. Rodríguez, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A new space–time mesh refinement for the wave equation.In the present Note we introduce an extension of the con
vative space–time mesh refinement method presented by Fouquet et al. We also propose a post-treatment of the so
reduces the spurious phenomena due to the non-conformity between the time meshes. A reinterpretation of the eq
terms of new unknowns leads to a new scheme with second order consistent coupling equations. Numerical experim
and a plane wave analysis for the 1D model show that the method is second order accurate for an arbitrary refinemeTo cite
this article: J. Rodríguez, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

This Note deals with the numerical resolution of wave propagating like problems as equations (1). Fo
reasons, it could be interesting to use in the complementary regionsΩl, l ∈ {c, f } ( �Ω = �Ωc ∪ �Ωf , Ωc ∩Ωf �= ∅) a
space–time discretization step(h/ql,�t/ql), ql ∈ N, l ∈ {c, f }, typically uniform on each sub-domain. In order
treat this kind of non-conformity in space and in time, wepresent an extension of the space–time mesh refine

Adresse e-mail : Jeronimo.Rodriguez@inria.fr (J. Rodríguez).
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.07.002
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method introduced in [5,3] for the 1D case, and generalized in [5,1] for the multidimensional case. Its cons
is based in the following ideas. The first step is to treat the system (1) as a transmission problem betw
sub-domains using the transmission conditions (2) and (3). Following the mortar element technique for th
discretization [2], we introduce two variational problems that are coupled in a weak way by the introductio
a Lagrange multiplier. Then, a Galerkin type approach with a mesh of steph/ql for Ωl, l ∈ {c, f }, leads to a
differential system of the type (4)–(5). For the time stepping, a centered second order accurate scheme, us
time step�t/ql in Ωl, l ∈ {c, f }, is used, obtaining (6). To discretize (2) and (3) we impose the equality (8)
is the conservation of a discrete energy (see (7)). Extending the choice of [5], we set Eqs. (9) to complete
method is stable under usual (strict) CFL in each grid. Most of the coupling equations are off-centered and thus
order consistent. Numerical experiments in the 2D case show that, for example, ifqc = 1 andqf > 2, the method
is in fact first order accurate due to a high frequency spurious wave propagating in the fine grid (see Fig. 2(a)). T
oscillatory behavior increases when the parameterα = �t/h tends to the maximum authorized value.

The structure of Eqs. (9) and the high frequency nature of the error (see Section 5) motivate the post-t
(10) in both grids that gives better results (see Fig. 2(b)). The method appears to be second order accurate f
arbitrary refinement and less dependent on the value of the parameterα. Rewriting the scheme in terms of the ne
unknowns, we find a new stable space–time mesh refinement method given by (11) and (12). This time, all t
coupling equations are second order consistent.

A Fourier analysis for the 1D case (see [4,5] for more details) when(qc, qf ) = (1, q) allows us to compare
both methods in terms of accuracy whenlooking at plane wave solutions. When we send an incident wave
amplitude 1 and frequencyω from Ωc = R

−, the scattered wave will be composed by a superposition of refle
and transmitted waves. In particular, we will have one reflected and one transmitted waves of amplitudeRh andTh

respectively, both of frequencyω. The solution in the fine grid is completed byq −1 spurious transmitted waves
amplitudeT k

h and frequencyω + 2πk
�t

, wherek ∈ {1, . . . , q − 1} (see Fig. 1(b)). Theseq + 1 unknown amplitudes
that only depends onω�t and α, can be determined using the coupling equations associated to each meth
Looking for the asymptotic behavior of these reflected and transmitted waves for smallω�t , for q = 2, both
schemes give us second order accurate results for the amplitudes of the reflected and transmitted (non-spurious
waves (see formulas (13) and (14)). The main difference is on the spurious transmitted wave. With the
method its amplitude is of order one (principal part of the error) while the same quantity for the new me
of order three. We obtain similar results for other values ofq (in Fig. 3 we represent the modulus of the spurio
wave amplitudes for smallω�t , q = 7 andα = 0.9).

1. Présentation d’une méthode conservative. Rappels

On s’intéresse à la résolution numérique, à l’aide de schémas explicites, de l’équation des ondes éc
forme d’un système du premier ordre pression–vitesse


ρ

∂p

∂t
− div(v) = f dansΩ,

C
∂v
∂t

− ∇p = 0 dansΩ,

(1)

avec des conditions initiales et aux limites qu’on ne considère pas ici pour simplifier. Pour certaines raisons,
suppose que l’on veututiliser dans deux régions disjointesΩl, l ∈ {c, f } ( �Ω = �Ωc ∪ �Ωf , Ωc ∩ Ωf �= ∅) des pas
différents pour la discrétisation spatio-temporelle :(h/ql,�t/ql), ql ∈ N, l ∈ {c, f }. Dans cette section, on pr
sente une extension de la méthode de raffinement de maillage spatio-temporel présentée dans [5,3] dans le ca
généralisée au cas multidimensionnel dans [5] pour les équations de Maxwell et dans [1] pour les équations d
l’élastodynamique. On renvoie le lecteur à ces références pour une présentation plus détaillée. Les idées fo
mentales de la construction sont les suivantes :
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Fig. 1. (a) Distribution spatio-temporelle des inconnues pour(qc, qf ) = (2,3) ; (b) phénomène d’aliasing.

– On réécrit (1) comme un problème de transmission entreΩf etΩc. On note(pl,vl ) := (p|Ωl ,v|Ωl ), l ∈ {c, f }.
Les systèmes d’équations dans chaquesous domaine sont couplés par les conditions de transmission suivante
sur� = �Ωf ∩ �Ωc

pf |� = pc |�, (2)

vf · nf |� = −vc · nc|�. (3)

– En suivant les techniques d’éléments joints [2], on établit une formulation variationnelle des équations d
chaque sous domaine. Ces formulations sont couplées à l’aide d’un multiplicateur de Lagrange : une de
conditions de transmission est prise en compte de façon faible. En faisant une approximation de type
de ce problème variationnel (ons’appuie sur un maillage de pash/ql pour Ωl, l ∈ {c, f }), on obtient un
système différentiel du type




M
p

l

dPl

dt
− DlVl = Fl,

Mv
l

dVl

dt
+ D∗

l Pl − C∗
l Jl = 0,

l ∈ {c, f }, (4)

Cf Vf = −CcVc, Jf = Jc. (5)

• Pour la discrétisation en temps on utilise, dans chaque sous domaine, un schéma centré d’ordre d
un pas de temps�t/ql dansΩl, l ∈ {c, f }. Ainsi, les équations pour discrétiser (4) sont, pourk ∈ {0, . . . ,

ql − 1}, l ∈ {c, f } (voir la Fig. 1(a))


M
p
l

P
n+ 2k+1

2ql

l − P
n+ 2k−1

2ql

l

�t/ql

− DlV
n+ k

ql

l = F
n+ k

ql

l ,

Mv
l

V
n+ k+1

ql

l − V
n+ k

ql

l

�t/ql

+ D∗
l P

n+ 2k+1
2ql

l − C∗
l J

n+ 2k+1
2ql

l = 0.

(6)

Pour approcher les conditions de transmission (5) en garantissant la stabilité, on impose la conser
l’énergie discrète définie aux instantstn parEn = En

c + En
f , où

E
n+ k

ql

l = 1

2

{
Mv

l V
n+ k

ql

l · V n+ k
ql

l + M
p
l P

n+ 2k+1
2ql

l · Pn+ 2k−1
2ql

l

}
, l ∈ {c, f }, (7)

ce qui aboutit au résultat suivant :
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Lemme 1.1.L’égalité En+1 = En est équivalente à

qf −1∑
k=0

Cf

V
n+ k+1

qf

f + V
n+ k

qf

f

2qf

· J
n+ 2k+1

2qf

f = −
qc−1∑
k=0

Cc
V

n+ k+1
qc

c + V
n+ k

qc
c

2qc

· J n+ 2k+1
2qc

c . (8)

En généralisant le choix fait dans [5], on discrétise (5) de la façon suivante :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

J
n+ 2k+1

2ql

l ≡ J n+ 1
2 , k ∈ {0, . . . , ql − 1}, l ∈ {c, f },

qf −1∑
k=0

Cf

V
n+ k+1

qf

f + V
n+ k

qf

f

2qf

= −
qc−1∑
k=0

Cc
V

n+ k+1
qc

c + V
n+ k

qc
c

2qc

,

(9)

ce qui complète (6). Cette méthode est stable dès que lacondition CFL stricte habituelle est satisfaite da
chaque grille. L’énergie (7) est alors équivalente à la normeL2 de la solution (cf. [3,1]).

Remarque 1.Presque la totalité desqf + qc premières équations dans (9) sont des approximations du pr
ordre de (2) tandis que la dernière équation de (9) est une approximation d’ordre deux de (3).

2. Expériences numériques 2D.Phénomènes parasites

Afin d’illustrer le comportement de la méthode, on considère les Éqs. (1) (où on supposeρ = 1,C = Id)
dansΩ = [0,1] × [0,1] avec des conditions initiales nulles et une source très régulière à support dansΩc =
Ω \ [1

4, 6
20] × [1

4, 6
20]. La méthode est stable dès queα = �t

h
< 1√

2
. Pour(qc, qf ) = (1,2), lorsqu’on s’intéresse

à la solution dans un domaine ne contenant pas l’interface, on constate numériquement que la méthode conv
α étant fixé, en O(h2). Cependant, à cause de la presence d’une onde parasite haute fréquence localisée au vo
nage de cette interface, la méthode n’est pas globalementd’ordre deux (voir [6] pour l’étude 1D). Pour un tau
de raffinement supérieur (qf > 2), cette onde parasite n’est plus nécessairement localisée et elle se propa
Ωf en polluant la solution numérique. La méthode devient d’ordre un. (Dans la Fig. 2(a) on représente l’év
de la solution sur un point de la grille fine au cours du temps avec un raffinement 1− 4.) De plus, les résultats s
dégradent lorsque la valeur du paramètreα se rapproche de la valeur limite1√

2
.

3. Post-traitement en temps

Dans [4], une analyse par ondes planes 1D de la méthode avec(qc, qf ) = (1,2) nous montre que, conforméme
à l’observation numérique, la partie prépondérante de l’erreur est constituée par une onde de très haute fréque

(a) (b)

Fig. 2.q = 4, α = 0.85√
2

: (a) méthode original ; (b) méthode post-traitée.
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celle-ci oscille à la fréquence maximale du maillage en temps. Ainsi on peut espérer que, en faisant la dem
de la solution dans la grille fine entre deux pas de temps consécutifs, les résultats vont s’améliorer. La m
peut être utilisée pour un taux de raffinement quelconque : la forme dela dernière équation de (9) suggère
post-traitement :

�Vl
n+ m

ql
+ 1

2 :=
ql−1∑
k=0

V
n+ k+1+m

ql

l + V
n+ k+m

ql

l

2ql

, �Ql
n+ 2m+1

2ql
+ 1

2 :=
ql−1∑
k=0

Q
n+ 2m+2k+3

2ql

l + Q
n+ 2m+2k+1

2ql

l

2ql

, (10)

où l ∈ {c, f }, Q ∈ {P,J }. La solution ainsi obtenue est, numériquement, d’ordre deux pour un(qc, qf ) arbitraire
(voir la Fig. 2(b) avec(qc, qf ) = (1,4)). En outre, la dépendance enα est moins forte.

4. Nouveau schéma de raffinement spatio-temporel

Pour des raisons évidentes de place mémoire et de performance, on souhaite avoir un schéma qui calc
tement cette solution post-traitée. Si on considère dans la grille fine les nouvelles inconnues définies par (10)
observe qu’elles vérifient le schéma intérieur suivant, sik ∈ {0, . . . , ql − 1}, l ∈ {c, f }




M
p
l

�Pl
n+ 2k+1

2ql
− 1

2 − �Pl
n+ 2k−1

2ql
− 1

2

�t/ql

− Dl
�Vl

n+ k
ql

− 1
2 = �Fl

n+ k
ql

− 1
2 ,

Mv
l

�Vl
n+ k+1

ql
− 1

2 − �Vl
n+ k

ql
− 1

2

�t/ql

+ D∗
l
�Pl

n+ 2k+1
2ql

− 1
2 − C∗

l J̄l
n+ 2k+1

2ql
− 1

2 = 0,

(11)

alors que les équations de raccord (9) deviennent∣∣∣∣∣∣∣
J̄l

n+ 2k+1
2ql

− 1
2 =

(
1− 2k + 1

2ql

)
J n− 1

2 + 2k + 1

2ql

J n+ 1
2 , k ∈ {0, . . . , ql − 1}, l ∈ {c, f },

Cf
�Vf

n+ 1
2 = −Cc

�Vc
n+ 1

2 .

(12)

Le nouveau schéma, qui est clairement stable, est donc donné par (11) et (12). La différence fondamen
les deux méthodes réside dans la discrétisation des équations de raccord (5). Notons en particulier que toutes
équations dans (12) sont consistantes à l’ordre deux.

5. Analyse de Fourier 1D

Dans cette section, on se place dans le cas unidimensionnel pour mener une étude qui nous permettra de com
rer théoriquement les deux méthodes. Pour simplifier on suppose que(qc, qf ) = (1, q). On poseΩ = R, Ωc = R

−
et Ωf = R

+. Nous étudions la réflexion et la transmission d’une onde incidente harmonique d’amplitude 1 e
fréquenceω dans le domaineΩc. L’onde diffractée est une combinaison linéaire d’ondes réfléchies et trans
à travers l’interface. On a une onde réfléchie d’amplitudeRh et une onde transmise d’amplitudeTh, les deux
de fréquenceω. Cependant, ces deux ondes ne sont pas les seules qui vont intervenir. Étant donné que
quencesω + 2πk

�t
, k ∈ {1, . . . , q − 1}, sont identiques surΩc mais différentes surΩf , on a de surcroît, pou

chacune des ces fréquences, une onde transmise parasite d’amplitudeT k
h (voir la Fig. 1(b)). Lesq + 1 inconnues

Rh,Th,T
1
h , . . . , T

q−1
h , qui dépendent des paramètresω�t et α, sont déterminées à l’aide desq + 1 équations de

raccord associées à chaque méthode. On peut alors s’intéresser à leur comportement pourω�t suffisamment petit
Étant donné que l’interface� ≡ {x = 0} est purement numérique et donc artificielle, les valeursphysiques vers
lesquels on doit tendre, si la méthode est convergente, sontR = 0, T = 1, T 1 = 0, . . . , T q−1 = 0.
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Fig. 3.q = 7, α = 0,9. Amplitudes des ondes parasites.x = ω�t 
 1.

Cas q = 2. Pour la méthode conservative on démontre, pourω�t petit, les comportements suivants :

Rh � O
(
(ω�t)2), 1− Th � O

(
(ω�t)2), T 1

h � iα

4
√

1− α2
(ω�t). (13)

Les coefficients de réflexion et transmission sont des approximations d’ordre deux des coefficientsphysiques.
Cependant l’amplitude de l’onde parasite est d’ordre un. Pour le schéma post-traité on trouve

�Rh � O
(
(ω�t)2), 1− �Th � O

(
(ω�t)2), �T 1

h � iα

64
√

1− α2
(ω�t)3. (14)

L’amplitude de l’onde parasite est d’ordre trois et par conséquent cette partie de l’erreur (qui était prépondérant
pour la première méthode) est maintenant négligeablepar rapport à l’erreur commise sur les ondes réfléchi
transmise non parasites.

Cas q > 2. Pour des taux de raffinement plus élevés, on peut mener une étude analogue numériquem
remarque que, pourω�t proche de l’origine, les deux méthodes nous donnent des résultats semblables p
coefficientsRh et Th. Par contre, comme pourq = 2, les amplitudes des ondes parasites données par la mé
originale ont un comportement linéaire au voisinage de zéro très différent de celui obtenu par la nouvelle m
qui semble être d’ordre plus élevé (voir la Fig. 3 pourq = 7 etα = 0,9).
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