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Résumé

Nous construisons une suite exacte longue, exprimant les modules d’extension d’une algèbre triangulaire en fon
ceux associés aux algèbres de sa diagonale, dans deux cas : soit son bimodule est un module-à-gauche projectif s
module-à-droite plat. Ceci complète un résultat de Palmér et Roos sur la dimension globale des algèbres triangulaPour
citer cet article : B. Bendiffalah, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Extensions modules for triangular algebras. We construct a long exact sequence where the extensions modules o
angular algebra are involved with extension modules of its diagonal algebras. This holds in two cases: either its bim
right-projective or it is left-flat. This completes a result of Palmér and Roos about the global dimension of triangular a
To cite this article: B. Bendiffalah, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soient un anneau commutatifK et deux algèbresA etB (associativesK-unitaires). Un(A,B)-bimoduleM est
un A ⊗K Bo-module, oùBo désigne l’algèbre opposée deB. Pour simplifier, nous parlerons du bimoduleM. Il
détermine une nouvelle algèbre :

T =
[

A M

0 B

]
,

[
a m

0 b

][
a′ m′
0 b′

]
=

[
aa′ am′ + mb′
0 bb′

]
. (1)
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Le problème d’une expression degldim(T ), la dimension homologique globale (à gauche) deT (problème de
Chase, [2]), a été complètement résolu par Palmér et Roos [9,10]. Si, de plus,M estBo-plat, ces derniers dispose
d’une formule relativement simple :

gldim(T ) = max
{

gldimA, gldimB, 1+ supX pdimA(M ⊗B X)
}

= max
{

gldimA, gldimB, 1+ supI�B pdimA(M/MI)
} (2)

où X parcourt lesB-modules,I parcourt les idéaux (à gauche) deB, et pdim désigne la dimension projectiv
(pdim(0) = −1). Dans [9,10], on trouve une longue suite exacte pourExt∗T ([10, §8. Corollaire 1]), apparentée
celle de Mayer–Vietoris, valable pour certainsT -modules (le Corollaire 1 de [9] n’est assuré que pourg = 0, cf.
[10, §5. Remarque 1]). Dans cette note, nous établissons cette suite exacte longue pour une paire quel
T -modules siM estBo-plat (ouA-projectif) et donnons une application au calcul de la cohomologie de ce
posets (ensemble ordonné fini, cf. Section 3). Notons qu’unT -moduleΛ est la donnée d’unB-moduleX, d’un
A-moduleY et d’unA-morphismef :M ⊗B X −→ Y , ce que nous écrivons :Λ = [f ], X = s(f ) et Y = b(f ) ;

nous décrirons aussiΛ par un diagrammeX
f

Y . Le résultat suivant implique l’identité (2).

Théorème 1.1. Si M est Bo-plat, nous avons pour tous T -modules X
f

Y et X′ f ′
Y ′ une suite exacte

longue :

· · · −→ Ext∗T
([f ], [f ′]) (b∗,s∗)−→ Ext∗A(Y,Y ′) × Ext∗B(X,X′) −→ Ext∗A(M ⊗B X,Y ′) −→ Ext∗+1

T

([f ], [f ′]) −→ · · · .
Les morphismesb∗ et s∗ sont ceux dérivés des morphismes naturelsb et s.
Il convient de faire ici un parallèle avec une autre suite exacte longue : siK est un corps et chaque a

gèbre,A et B, a une dimension vectorielle finie et un quotient par le radical de JacobsonK-séparable, la
suite exacte longue en cohomologie de Hochschild deT ([3,8], cf. aussi [1,6,7]) prouve l’identité :gldim(T ) =
max{gldim(A),gldim(B),1 + pdimA⊗KBo M}. La preuve du Théorème 1.1 se dualise et on déduit le résulta
vant.

Théorème 1.1 (bis). Si M est A-projectif, nous avons une suite exacte longue :

· · · −→ Ext∗T
([f ], [f ′]) (b∗,s∗)−→ Ext∗A(Y,Y ′) × Ext∗B(X,X′) −→ Ext∗B

(
X,HomA(M,Y ′)

) −→ · · · . (3)

2. Preuve du Théorème 1.1

La donnée d’unT -morphismeϕ : [f1] −→ [f2], est la donnée d’unB-morphismeX1
ϕX−→ X2 et d’unA-mor-

phismeY1
ϕY−→ Y2, tels que le diagramme

M ⊗B X1
M⊗ϕX

f1

M ⊗B X2

f2 (symbolisé par le diagramme

Y1
ϕY

Y2

X1
ϕX

f1

X2

f2 )

Y1
ϕY

Y2

est commutatif. Nous noterons
[Y

0
]
,
[ 0

X

]
et

[
M⊗BX

X

]
, lesT -modules0 Y, X 0 et X

1M⊗BX
M ⊗B X.

Lemme 2.1. Nous avons des isomorphismes :

b∗ : Ext∗T
([

Y

0

]
, [f ′]

)
∼= Ext∗A(Y,Y ′) et s∗ : Ext∗T

(
[f ],

[
0
X′

])
∼= Ext∗B(X,X′). (4)
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Démonstration. TouteA-extension 0→ Y ′ ϕn−→ Yn
ϕn−1−→ Yn−1 → ·· · → Y1

ϕ0−→ Y −→ 0 se relève en uneT -ex-
tension (ce qui fournit une sectionExt∗A(Y,Y ′) −→ Ext∗T

([
Y
0

]
, [f ′]) àb∗) :

0 X′ 1

f ′
X′

ϕnf ′

0

0

. . . 0

0

0

0

0

0 Y ′ ϕn
Yn

ϕn−1
Yn−1 . . . ϕ1

Y1
ϕ0

Y 0.

(5)

Pour montrer queb∗ est un isomorphisme, il reste à voir que touteT -extension

0 X′ ψn

f ′

Xn
ψn−1

fn

Xn−1

fn−1

. . . ψ1
X1

f1

0

0

0

0 Y ′ ϕn
Yn

ϕn−1
Yn−1 . . . ϕ1

Y1
ϕ0

Y 0

est équivalente à l’extension (5). La commutativité du diagramme ci-dessous le prouve :

0 X′ 1

1

f ′

X′
ψn

ϕnf ′

0 . . . 0 0 0

0 X′ Xn Xn−1 . . . X1 0 0

0 Y ′
1

Yn 1
Yn−1 1

. . . Y1 1 Y
1

0

0 Y ′ Yn Yn−1 . . . Y1 Y 0.

La seconde partie de (4) se démontre identiquement.�
Lemme 2.2. Si M est plat sur Bo, nous avons un isomorphisme :

Ext∗T
([

M ⊗B X

X

]
, [f ′]

)
∼= Ext∗B(X,X′). (6)

Démonstration. Avec la platitude deM, touteB-extension 0→ X′ ψn−→ Xn
ψn−1−→ · · · → X1

ψ0−→ X → 0 définit

uneA-extension 0→ M ⊗ X′ 1⊗ψn−→ M ⊗ Xn
1⊗ψn−1−→ · · · → M ⊗ X1

1⊗ψ0−→ M ⊗ X → 0 (⊗ = ⊗B ) et nous obtenon
uneT -extension en la composant avec le morphismef ′ :

0 X′ ψn

f ′

Xn
ψn−1

f̃n

Xn−1
ψn−2

fn−1

. . . ψ1
X1

ψ0

f1

X

1M⊗X

0

0 Y ′ ψ̃n
Y ′ � M ⊗ X

ψ̃n−1
M ⊗ Xn−1

M⊗ψn−2 . . . M⊗ψ1
M ⊗ X1

M⊗ψ0
M ⊗ X 0

(7)

où le carré commutatif de gauche est une somme amalgammée. Or touteT -extension

0 X′ ψn

f ′

Xn
ψn−1

fn

Xn−1

fn−1

. . . ψ1
X1

ψ0

f1

X

1M⊗X

0

0 Y ′ ϕn
Yn

ϕn−1
Yn−1 . . . ϕ1

Y1
ϕ0

M ⊗ X 0

est équivalente à celle (7) d’après la commutativité du diagramme suivant :

0 X′
1

Xn 1
. . . X1 1 X 1 0

0 X′ Xn
. . . X1 X 0

0 Y ′ Y ′ � M ⊗B X . . . M ⊗B X1 M ⊗B X1 0

0 Y ′ Yn
. . . Y1 M ⊗B X 0.

�
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Le Théorème 1.1 se déduit immédiatement de ces lemmes, en considérant la suite exacte longue deExt∗T asso-
ciée à la suite exacte courte deT -modules 0→ [

M⊗BX
0

] → [
M⊗BX

X

] ⊕ [
Y
0

] → [f ] → 0.

3. Applications aux posets

Pour un posetP , on noteK(P) le module libre qu’il génère etKP = Hom(K(P),K) (libre aussi de bas
{x∗ | x ∈ P }). On vérifie que le sous-module deK(P) ⊗ KP généré par{x ′ ⊗ x∗ | x ′ � x}, est une sous
algèbreK[P ] ⊂ End(K(P)), appelée l’algèbre d’incidence deP . La cohomologie deP est l’algèbre gradué
HH ∗(K[P ]) = H ∗(K[P ],K[P ]) (cohomologie de Hochschild). Tout morphisme de posetsϕ :P → Q, déter-
mine un posetcyl(ϕ) = (Q � P,�) où l’on ajoute aux relations deP et Q, cellesq � p, si q ∈ Q, p ∈ P et
q � ϕ(p) (dansQ), voir Gerstenhaber et Schack [5, p. 4].

Théorème 3.1. Nous avons un isomorphisme d’algèbres graduées : HH ∗(K[cyl ϕ]) ∼= HH ∗(K[Q]).

Ce résultat généralise celui de [4] sur la trivialité de la cohomologie d’un posetR n’ayant qu’un unique élémen
maximal (en effet :R ∼= cyl ϕ, avecQ ponctuel). Notons que ce dernier, couplé avec la suite exacte longue d
prouve que nous avons un isomorphisme :

HH ∗(K[P ]) ∼= Ext∗K[P ]
(
K(P),K(P )

)
. (8)

Démonstration. Par construction, nous avons une structure triangulaireK[cyl ϕ] ∼= [ K[Q] K[ϕ]
0 K[P ]

]
, pour un

certain K[Q] ⊗K K[P ]o-sous-moduleK[ϕ] ⊂ HomK(K(P),K(Q)) et desK[Q]-isomorphismes :K[ϕ] =⊕
y�ϕ(x) Ky ⊗ x∗ = ⊕

x∈P K[Q]ϕ(x) ⊗ x∗ ∼= ⊕
y∈Imϕ(K[Q]y ⊗ y∗)ϕ−1y prouvant queK[ϕ] est K[Q]-

projectif (chaquey ⊗ y∗ est un idempotent deK[Q]). Le Théorème 1.1 (bis) s’applique pourT = K[cyl ϕ],
A = K[Q], B = K[P ], M = K[ϕ]. Mais, pour[f ′] = K(cyl ϕ), nous avonsX′ = K(P), Y ′ = K(Q) et la suite
exacte longue (3) se réduit à un isomorphisme graduéExt∗K[cyl ϕ]([f ],K(cyl ϕ)

) ∼= Ext∗K[Q](Y,K(Q)), puisque

HomK[Q](K[ϕ],K(Q)) ∼= ∏
x∈P HomK[Q](K[Q]ϕ(x) ⊗ x∗,K(Q)) ∼= ∏

x∈P ϕ(x)K(Q) ∼= K(P). En particulier :
pour[f ] = K(cyl ϕ), Y = K(Q) et nous obtenons l’énoncé du Théorème 3.1 avec (8).�
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