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Résumé

Nous étudions l’existence de solution périodique en temps pour les équations de Vlasov–Maxwell dans un domaine
dimensionnel. On suppose que la frontière du domaine est strictement étoilée. Nous donnons également des estimations a
pour l’énergie cinétique et électromagnétique ainsi que pour les traces normales et tangentielles du champ électrom
La méthode utilisée permet de traiter à lafois les cas classique et relativiste.Pour citer cet article : M. Bostan, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Time periodic solutions for the Vlasov–Maxwell equations.We study here the existence of time periodic solution for
Vlasov–Maxwell equations in a three dimensional bounded domain. We assume that the boundary of the domain
star-shaped. We give a priori estimates for the kinetic and electro-magnetic energy, and also for the normal and tangential tr
of the electro-magnetic field. This method allows us to treat both classical and relativistic cases.To cite this article: M. Bostan,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

We consider an open bounded setΩ ⊂ R
3 with boundary∂Ω regular and strictly star-shaped. We introdu

the notationsΣ = ∂Ω × R
3
p andΣ± = {(x,p) ∈ ∂Ω × R

3
p | ±(v(p) · n(x)) > 0}, wheren(x) denotes the uni

outward normal to∂Ω at x andv(p) is the velocity function associated to some energy functione(p) by v(p) =
∇p e(p), p ∈ R

3
p. For the classical and relativistic cases these functions are given bye(p) = |p|2/(2m), v(p) =

p/m and respectivelye(p) = mc2
0((1+|p|2/(m2c2

0))
1/2 − 1), v(p) = p/m(1+|p|2/(m2c2

0))
−1/2, wherem is the
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1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.07.008
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mass of particles,c0 is the light speed in the vacuum. We present here an existence result of time periodi
solution for the Vlasov–Maxwell system (classical or relativistic case) :

∂tf + v(p) · ∇xf + q
(
E(t, x) + v(p) ∧ B(t, x)

) · ∇pf = 0, (t, x,p) ∈ Rt × Ω × R
3
p, (1)

∂tE − c2
0 · rotB = − j

ε0
, ∂tB + rotE = 0, divE = ρ

ε0
, divB = 0, (t, x) ∈ Rt × Ω, (2)

f (t, x,p) = g(t, x,p), (t, x,p) ∈ Rt × Σ−, n ∧ E(t, x) + c0 · n ∧ (n ∧ B(t, x)) = h(t, x), (t, x) ∈ Rt × ∂Ω ,
whereg,h are givenT periodic functions such thatg � 0,g ∈ L∞(Rt ×Σ−), (n ·h)|Rt×∂Ω = 0 and

∫ T

0

∫
Σ− |(v(p) ·

n(x))|(1 + e(p))g(t, x,p)dt dσ dp + ∫ T

0

∫
∂Ω |h(t, x)|2 dt dσ < +∞. First of all, by using the fixed point metho

we prove the existence ofT periodic solution for a regularized Vlasov–Maxwell system. In order to pass t
limit in respect to the regularized parameters, we need to establish a priori estimates for the total ene
netic and electro-magnetic). To simplify, we suppose that(f,E,B) is a regular,T periodic solution, compactl
supported in momentum. By using the test functionϕ = 1 in the weak formulation of the Vlasov problem w
deduce that

∫ T

0

∫
Σ+(v(p) · n(x))γ +f dt dσ dp = − ∫ T

0

∫
Σ−(v(p) · n(x))g dt dσ dp, whereγ +f represents the trac

of f on Rt × Σ+. By using the weak formulation of the Vlasov problem with the test functionϕ = e(p) and
after multiplication of the Maxwell equations by(E,B) one gets also an estimate for the outgoing kinetic ene∫ T

0

∫
Σ+(v(p) · n(x))e(p)γ +f dt dσ dp and theL2 norm of the tangential trace of the electro-magnetic field.

use also the momentum conservation law: we take in the weak formulation of the Vlasov problem the test
ϕ = p · x. By observing that:

ρE + j ∧ B = ε0(E divE − E ∧ rotE) + 1

µ0
(B divB − B ∧ rotB) − ε0∂t (E ∧ B),

and by using the identityui divu − (u ∧ rotu)i = ∑3
j=1

∂
∂xj

(uiuj ) − 1
2

∂
∂xi

|u|2, 1 � i � 3, finally, after integration
by parts and by taking into account that∂Ω is strictly star-shaped we find an estimate for the total energy and
for the normal trace of the electro-magnetic field. The existence for the general case follows by using th
stability result of DiPerna and Lions (see [7]).

1. Introduction

La modélisation des dispositifs tels que les tubes à décharge ou les diodes à vides soumises à un pot
monique repose sur les équations de Vlasov–Maxwell ou Vlasov–Poisson en régime périodique. De nom
sultats on été obtenus pour le problème de Cauchy dans l’espace tout entier : existence de solutions class
[13,11]), existence de solutions faibles (voir [1,7]).Le problème avec condition initiale et conditions aux limites
été étudié également (voir [2,9]). Le cas stationnaire a été étudié pour Vlasov–Poisson en une dimension
dans [8] puis pour Vlasov–Maxwell en dimension quelconque dans [12]. Des résultats dans le cas périodiqu
temps en une dimension d’espace ont été obtenus pour Vlasov–Poisson dans [4] et pour Vlasov–Maxwell

2. Équation de Vlasov

On étudie les solutionsT périodiques du problème de Vlasov suivant :

∂tf + v(p) · ∇xf + F(t, x,p) · ∇pf = 0, (t, x,p) ∈ Rt × Ω × R
3
p, (3)

f (t, x,p) = g(t, x,p), (t, x,p) ∈ Rt × Σ−, (4)

où F(t, x,p) = q(E(t, x) + v(p) ∧ B(t, x)) est la force électromagnétique,q étant la charge des particules. Po
définir les solutions faibles à ce problème, on introduit l’espace des fonctions test :

Tw = {
ϕ ∈ C1(Rt × Ω × R

3
p) | ∃R > 0: ϕ = ϕ · 1{|p|�R}, ϕ|Rt×Σ+ = 0, ϕ(· + T ) = ϕ

}
.
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Définition 2.1. Supposons queE,B ∈ L∞(Rt × Ω)3 et (v(p) · n(x))g ∈ L1
loc(Rt × Σ−) sontT périodiques.

On dit quef ∈ L1
loc(Rt × Ω × R

3
p) est solution faibleT périodique du problème de Vlasov (3), (4) ssif estT

périodique et vérifie pour toute fonction testϕ ∈ Tw :

T∫
0

∫
Ω

∫

R3
p

f · (∂tϕ + v(p) · ∇xϕ + F(t, x,p) · ∇pϕ
)
dt dx dp =

T∫
0

∫
Σ−

(
v(p) · n(x)

)
g · ϕ dt dσ dp. (5)

On n’a malheureusement pas unicité de la solution faible périodique pour deux raisons. D’une part, sou
seule hypothèseE,B ∈ L∞(Rt × Ω)3 les caractéristiques de l’Éq. (3) ne sont pas définies de manière un
D’autre part, même dans le cas où les caractéristiques sont définies sans ambiguïté, la fonctionf prend des valeur
arbitraires sur les caractéristiques qui ne rencontrent pas le bord du domaine. De ces faits, on remplac
l’équation perturbée :

αf + ∂tf + v(p) · ∇xf + Fε(t, x,p) · ∇pf = 0, (t, x,p) ∈ Rt × Ω × R
3
p, (6)

où α > 0 est un petit paramètre destiné à tendre vers zéro etFε(t, x,p) = q(Eε(t, x) + v(p) ∧ Bε(t, x)) est une
force régularisée avecEε,Bε ∈ L∞(Rt ;W1,∞(Ω))3. Dans ce cas on a unicité de la solution faible périodi
bornée du problème(6), (4) et la solution faible coïncide avec la solution par caractéristiques.

3. Équations de Maxwell

On suppose que les densités de chargeρ = q
∫

R3
p
f dp et de courantj = q

∫
R3

p
v(p)f dp sont des fonctionsT

périodiques données et on étudie les solutionsT périodiques du problème de Maxwell perturbé :

α · E(t, x) + ∂tE − c2
0 · rotB = − 1

ε0
j (t, x), α · B(t, x) + ∂tB + rotE = 0, (t, x) ∈ Rt × Ω, (7)

n(x) ∧ E(t, x) + c0 · n(x) ∧ (n(x) ∧ B(t, x)) = h(t, x), (t, x) ∈ Rt × ∂Ω, (8)

où ε0 représente la permittivité électrique du vide eth est une fonctionT périodique donnée telle qu
(n · h)|Rt×∂Ω = 0. On introduit également la perméabilité magnétique du videµ0 = 1/(ε0 · c2

0). On a considéré
le terme de perturbation(α · E,α · B) d’une part pour rester consistant avec l’Éq. (6) et d’autre part pour as
l’existence et l’unicité de la solutionT périodique pour (7), (8). On considère les espaces de Hilbert usuels :

H(rot;Ω) = {
u ∈ L2(Ω)

3 | rotu ∈ L2(Ω)
3}

, H(div;Ω) = {
u ∈ L2(Ω)

3 | divu ∈ L2(Ω)
}
,

munis des normes(‖u‖2
L2(Ω)

3 + ‖ rotu‖2
L2(Ω)

3)
1/2 respectivement(‖u‖2

L2(Ω)
3 + ‖divu‖2

L2(Ω)
)1/2 et on noteH =

L2(Ω)
6

muni de la norme(‖E‖2
L2(Ω)

3 + c2
0 · ‖B‖2

L2(Ω)
3)

1/2. On définit l’opérateur linéaireA :D(A) ⊂ H → H

par :

D(A) = {
(E,B) ∈ H | rotE, rotB ∈ L2(Ω)

3
, n ∧ E,n ∧ B ∈ L2(∂Ω)

3
, n ∧ E + c0n ∧ (n ∧ B)|∂Ω = 0

}
,

et :

A(E,B) = (−c2
0 · rotB, rotE), ∀(E,B) ∈ D(A).

L’opérateurA est maximal monotone. En utilisant la théoriedes opérateurs maximaux monotones on mo

que sij ∈ C1(Rt ;L2(Ω)
3
) estT périodique et s’il existẽh ∈ C1(Rt ;H 1(Ω)

3
) ∩ C2(Rt ;L2(Ω)

3
) T périodique

telle quen ∧ h̃|Rt×∂Ω = h, alors pour toutα > 0 fixé, il existe une unique solution forteT périodique(E,B) ∈
C(Rt ;H(rot;Ω)2)∩C1(Rt ;H) pour le problème (7), (8). On peut définir la notion de solution faibleT périodique
pour le problème (7), (8) par transposition.
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4. Système de Vlasov–Maxwell

On commence par l’étude du système de Vlasov–Maxwell régularisé :

αf + ∂tf + v(p) · ∇xf + q
(
(�E 
 ζε) + v(p) ∧ (�B 
 ζε)

) · ∇pf = 0, (t, x,p) ∈ Rt × Ω × R
3
p, (9)

αE + ∂tE − c2
0 · rotB = − j̄ 
 ζ

√
ε

ε0
, αB + ∂tB + rotE = 0, (t, x) ∈ Rt × Ω, (10)

f (t, x,p) = g(t, x,p), (t, x,p) ∈ Rt × Σ−, n ∧ E(t, x) + c0 · n ∧ (n ∧ B(t, x)) = h(t, x), (t, x) ∈ Rt × ∂Ω , où
ζε(t, x) est un noyau de régularisation (périodique) en temps et en espace. On a noté par· le prolongement pa

0 en dehors deΩ et ζ
√
ε (t, x) = ζε(−t,−x). En utilisant la méthode du point fixe (le théorème de Schaude

montre l’existence d’une solutionT périodique pour le système de Vlasov–Maxwell régularisé.

Proposition 4.1.Soientg ∈ L∞(Rt ×Σ−) eth des fonctionsT périodiques, telles queg � 0,W0 := ∫ T

0

∫
Σ− |(v(p) ·

n(x))|(1 + e(p))g dt dσ dp + ∫ T

0

∫
∂Ω |h|2 dt dσ < +∞ et supposons qu’il existẽh ∈ C1(Rt ;H 1(Ω)

3
) ∩ C2

(Rt ;L2(Ω)
3
) T périodique telle quen∧ h̃|Rt×∂Ω = h. Alors, pour toutα, ε > 0 il existe une solutionT périodique

du système de Vlasov–Maxwell régularisé. En particulier la solution vérifie:
T∫

0

∫
Σ+

(
v(p) · n(x)

)
γ +f dt dσ dp � −

T∫
0

∫
Σ−

(
v(p) · n(x)

)
g dt dσ dp, (11)

et :
T∫

0

∫
Σ+

(
v(p) · n(x)

)
e(p)γ +f dt dσ dp+c0

2

T∫
0

∫
∂Ω

{
ε0|n ∧ E|2 + 1

µ0
|n ∧ B|2

}
dt dσ

� c0ε0

2

T∫
0

∫
∂Ω

|h|2 dt dσ +
T∫

0

∫
Σ−

∣∣(v(p) · n(x)
)∣∣e(p)g dt dσ dp, (12)

(ici γ +f représente la trace def sur Rt × Σ+).

Puisque
∫ T

0

∫
Ω

∫
R3

p
(1 + e(p))f dt dx dp + ∫ T

0

∫
Σ+(v(p) · n(x))(1+ e(p))γ +f dt dσ dp < +∞, on peut utiliser

comme fonction test dans la formulation faible(5) toute fonctionϕ = ϕ(t, x), ϕ ∈ C1
c (]0, T [×Ω) et on déduit que

αρ + ∂tρ + div j = 0 dansD′(]0, T [×Ω). D’autre part, en utilisant les équations (10) on trouve :

α · divE + ∂t divE = − 1

ε0
div (j̄ 
 ζ

√
ε ) = α

ε0
(ρ̄ 
 ζ

√
ε ) + 1

ε0
∂t (ρ̄ 
 ζ

√
ε ),

ou bien :

α

(
divE − 1

ε0
(ρ 
 ζ

√
ε )

)
+ ∂t

(
divE − 1

ε0
(ρ 
 ζ

√
ε )

)
= 0,

et par périodicité on en déduit que divE = 1
ε0

(ρ 
 ζ
√
ε ). De la même façon on montre que divB = 0.

Afin d’obtenir l’existence de solutionT périodique pour le système de Vlasov–Maxwell non perturbé on
établir des estimations uniformes par rapport aux petits paramètresα, ε > 0. On utilisera également la loi de cons
vation de la quantité de mouvement. Poursimplifier les calculs, on supposera ici que(f,E,B) est une solution
régulière,T périodique, à support compact en impulsion, pour le système de Vlasov–Maxwell. En utilis
formulation faible(5) avec la fonction testϕ(t, x,p) = p · x on en déduit :
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T∫
0

∫
Σ

(
v(p) · n(x)

)
(p · x)γf dt dσ dp =

T∫
0

∫
Ω

∫

R3
p

(
v(p) · p)

f dt dx dp +
T∫

0

∫
Ω

(ρE + j ∧ B) · x dt dx. (13)

En tenant compte des équations de Maxwell on vérifie sans peine que :

ρE + j ∧ B = ε0(E divE − E ∧ rotE) + 1

µ0
(B divB − B ∧ rotB) − ε0∂t (E ∧ B),

et par conséquent, en utilisant l’identitéui divu − (u ∧ rotu)i = ∑3
j=1

∂
∂xj

(uiuj ) − 1
2

∂
∂xi

|u|2, 1 � i � 3, et en
décomposant(E,B) = ((n · E)n − n ∧ (n ∧ E), (n · B)n − n ∧ (n ∧ B)) on déduit après intégration par parties

T∫
0

∫
Ω

(ρE + j ∧ B) · x dt dx = −
T∫

0

∫
∂Ω

{
ε0(n · E)

(
n ∧ (n ∧ E)

) + 1

µ0
(n · B)

(
n ∧ (n ∧ B)

)} · x dt dσ

+ 1

2

T∫
0

∫
∂Ω

{
ε0(n · E)2 + 1

µ0
(n · B)2

}
(n · x)dt dσ − 1

2

T∫
0

∫
∂Ω

{
ε0|n ∧ E|2 + 1

µ0
|n ∧ B|2

}
(n · x)dt dσ

+ 1

2

T∫
0

∫
Ω

{
ε0|E|2 + 1

µ0
|B|2

}
dt dx. (14)

On impose une hypothèse géométrique sur la frontière∂Ω : on suppose que∂Ω est strictement étoilée par rappo
à un pointx0 ∈ Ω , i.e.,∃r > 0 tel quen(x) · (x −x0) � r, ∀x ∈ ∂Ω . Cette hypothèse a déjà été utilisée pour esti
les solutions des équations deMaxwell par la méthode des multiplicateurs(voir [10]). Après translation on peu
supposer quex0 = 0 ∈ Ω et puisqueΩ est borné, il existe 0< r � R tels quer � (n(x) · x) � |x| � R, ∀x ∈ ∂Ω .
En combinant(13), (14) et en observant quee(p) � (v(p) · p), ∀p ∈ R

3
p, on obtient :

T∫
0

∫
Ω

∫

R3
p

e(p)f dt dx dp + 1

2

T∫
0

∫
Ω

{
ε0|E|2 + 1

µ0
|B|2

}
dt dx + r

2

T∫
0

∫
∂Ω

{
ε0(n · E)2 + 1

µ0
(n · B)2

}
dt dσ

� R

T∫
0

∫
Σ

∣∣(v(p) · n(x)
)∣∣ · |p|γf dt dσ dp + R

2

T∫
0

∫
∂Ω

{
ε0|n ∧ E|2 + 1

µ0
|n ∧ B|2

}
dt dσ

+ R

T∫
0

∫
∂Ω

{
ε0

∣∣(n · E)
∣∣ · |n ∧ E| + 1

µ0

∣∣(n · B)
∣∣ · |n ∧ B|

}
dt dσ. (15)

En utilisant les conservations de la masse(11) et de l’énergie(12), l’inégalité (15) donne immédiatement un
borne de l’énergie totale ainsi que des traces du champ électromagnétique :

T∫
0

∫
Ω

∫

R3
p

e(p)f dt dx dp +
T∫

0

∫
Ω

{
ε0|E|2 + 1

µ0
|B|2

}
dt dx +

T∫
0

∫
Σ+

(
v(p) · n(x)

)(
1+ e(p)

)
γ +f dt dσ dp

+
T∫ ∫ {

ε0(n · E)2 + 1

µ0
(n · B)2

}
dt dσ +

T∫ ∫ {
ε0|n ∧ E|2 + 1

µ0
|n ∧ B|2

}
dt dσ � C · W0.
0∂Ω 0∂Ω
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Il est possible d’obtenir des bornes du même type pour les solutions périodiques du système de Vlasov–
régularisé et on conclut aisément par stabilité faible des solutions (on utilisera le résultat de compacité par
en impulsion, cf. [7]). On obtient le résultat suivant :

Théorème 4.2.SoientΩ un ouvert borné, de frontière∂Ω régulière et strictement étoilée,g ∈ L∞(Rt × Σ−)

et h des fonctionsT périodiques telles queg � 0, (n · h)|Rt×∂Ω = 0 et W0 = ∫ T

0

∫
Σ− |(v(p) · n(x))|(1 +

e(p))g(t, x,p)dt dσ dp + ∫ T

0

∫
∂Ω |h(t, x)|2 dt dσ < +∞. Alors il existe une solution faibleT périodique(f,E,B)

pour le système de Vlasov–Maxwell(cas classique ou relativiste) qui possède des tracesγ +f ∈ L∞(Rt × Σ+),

(n · E,n · B) ∈ L2
loc(Rt ;L2(∂Ω))2, (n ∧ E,n ∧ B) ∈ L2

loc(Rt ;L2(∂Ω)
3
)2 et il existe une constanteC =

C(m,ε0,µ0,Ω) telle que:

T∫
0

∫
Ω

∫

R3
p

e(p)f dt dx dp +
T∫

0

∫
Ω

{
ε0|E|2 + 1

µ0
|B|2

}
dt dx +

T∫
0

∫
Σ+

(
v(p) · n(x)

)(
1+ e(p)

)
γ +f dt dσ dp

+
T∫

0

∫
∂Ω

{
ε0(n · E)2 + 1

µ0
(n · B)2

}
dt dσ +

T∫
0

∫
∂Ω

{
ε0|n ∧ E|2 + 1

µ0
|n ∧ B|2

}
dt dσ � C · W0.

Nous renvoyons à [5,6] pour les détails de démonstration.Signalons qu’il est possible d’adapter ce type d’ar
ments dans le cas de plusieurs espèces de particules chargées ou pour des conditions aux limites :

γ −f (t, x,p) = g(t, x,p) + a(t, x,p) · γ +f
(
t, x,R(t, x)p

)
, (t, x,p) ∈ Rt × Σ−, (16)

avecR(t, x) : R
3
p → R

3
p, R(t, x)p = p − 2(p · n(x)) · n(x),∀(t, x,p) ∈ Rt × Σ et 0� a(t, x,p) � a0 < 1,

∀(t, x,p) ∈ Rt × Σ−.
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