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Résumé

Nous étudions I'existence de solution périodique en temps pour les équations de Vlasov—Maxwell dans un domaine borné tri-
dimensionnel. On suppose que la frontiére du domaine est steatedtoilée. Nous donnons également des estimations a priori
pour I'énergie cinétique et électromagnétique ainsi que pour les traces normales et tangentielles du champ électromagnétiqu
La méthode utilisée permet de traiter ddés les cas classique et relativisRaur citer cet article: M. Bostan, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Time periodic solutions for the Vlasov—Maxwell equationsWe study here the existence of time periodic solution for the
Vlasov—Maxwell equations in a three dimensional bounded domain. We assume that the boundary of the domain is strictly
star-shaped. We give a priori estimates for the kinetic andrelesagnetic energy, and also for the normal and tangential traces
of the electro-magnetic field. This method allows us to treat both classical and relativisticleegésthis article: M. Bostan,
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Abridged English version

We consider an open bounded s2tc R with boundaryd 2 regular and strictly star-shaped. We introduce
the notationsY = 02 x R3 and £* = {(x, p) € 022 x R3 | £(v(p) - n(x)) > O}, wheren(x) denotes the unit
outward normal td§2 atx andv(p) is the velocity function associated to some energy functign by v(p) =
Vpe(p), pe Rf,. For the classical and relativistic cases these functions are givetpby= | p|?/(2m), v(p) =

p/m and respectively(p) = mc3((1+ | p|?/(m?c§)Y? — 1), v(p) = p/m(1+ |p|?/(m?c§))~Y/?, wherem is the
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mass of particlesg is the light speed in the vacuum. We present here an existence result of time periodic weak
solution for the Vlasov—Maxwell system (classical or relativistic case) :

8 f +v(p) - Vi f +q(E@t.x) +v(p) AB(t,x)) -V, f =0, (t,x, p) € Ry x 2 x RS, (1)

O E — c2-rotB = —eio, 3B +r0tE=0, dvE= :LO, divB=0, (t,x)eR, x 2, @)
ft,x,p)=gt,x,p), (t,x,p) eRy x X7, n ANE(t,x)+co-nA®nA B(t,x)) =h(t,x), (t,x) e Ry x 082,
whereg, h are givenT periodic functions such thgt> 0,g € L (R, x X7), (n-h)|r,xs0 =0 andfOTfE_ [(v(p)-
n@x)|(1+e(p))g(t, x, p)dtdodp + forfm |h(t, x)|?dr do < +o0. First of all, by using the fixed point method,
we prove the existence @f periodic solution for a regularized Vlasov—Maxwell system. In order to pass to the
limit in respect to the regularized parameters, we need to establish a priori estimates for the total energy (ki-
netic and electro-magnetic). To simplify, we suppose thaiE, B) is a regular,I’ periodic solution, compactly
supported in momentum. By using the test functipe- 1 in the weak formulation of the Vlasov problem we
deduce thafonE+(v(p) n(x)yTfdtdodp = — fOT]E, (v(p) - n(x))gdtdo dp, wherey ™ f represents the trace
of f onR, x X*. By using the weak formulation of the Vlasov problem with the test funcgica e(p) and
after multiplication of the Maxwell equations ¥, B) one gets also an estimate for the outgoing kinetic energy
fOTfE+(v(p) -n(x))e(p)yt f dtdo dp and theL? norm of the tangential trace of the electro-magnetic field. We
use also the momentum conservation law: we take in the weak formulation of the Vlasov problem the test function
¢ = p - x. By observing that:

. 1 .
PE+ jAB=¢o(EdiVE — E ATOtE) + —(BdivB — B ATOtB) — £0d;(E A B),
Mo

and by using the identity; divu — (u A rotu); = Z?:l %(Mjuj) - %3%|u|2, 1<i <3, finally, after integration

by parts and by taking into account thé&® is strictly star-shaped we find an estimate for the total energy and also
for the normal trace of the electro-magnetic field. The existence for the general case follows by using the weak
stability result of DiPerna and Lions (see [7]).

1. Introduction

La modélisation des dispositifs tels que les tubes a décharge ou les diodes a vides soumises a un potentiel ha
monique repose sur les équations de Vlasov—Maxwell ou Vlasov—Poisson en régime périodique. De nombreux ré
sultats on été obtenus pour le probleme de Cauchy dans I'espace tout entier : existence de solutions classiques (vc
[13,11]), existence de solutions faibles (voir [1,1]& probléme avec condition inifiaet conditions aux limites a
été étudié également (voir [2,9]). Le cas stationnaire a été étudié pour Vlasov—Poisson en une dimension d’espac
dans [8] puis pour Vlasov—Maxwell en dimension oaque dans [12]. Des résultats dans le cas périodique en
temps en une dimension d’espace ont été obtenus pour Vlasov—Poisson dans [4] et pour Vlasov—Maxwell dans [3]

2. Equation de Vlasov
On étudie les solutiong périodiques du probléme de Vlasov suivant :
Wf+v(p)-Vif +F(t.x,p)-Vpf=0, (t.x,p)eR, x 2 xR, 3)

ft,x,p)=gt,x,p), @ x,p)eR xX, (4)

ou F(t,x, p)=q(E(t,x)+v(p) A B(t, x)) est la force électromagnétiquegétant la charge des particules. Pour
définir les solutions faibles a ce probléme, on introduit I'espace des fonctions test :

Ty={peC'® x 2 xR3) IR > 0: 9= ¢ - Lpi<r). ¢lr,xz+ =0, ¢(-+T) =9}
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Définition 2.1. Supposons qué&, B € L™ (R, x £2) et (v(p) - n(x))g € LiL (R, x ¥~) sontT périodiques.
On dit quef € L%C(Rt X £2 x Rf,) est solution faiblel périodique du probléme de Vlasov (3), (4) gsestT
périodique et vérifie pour toute fonction test T, :

T T
///f-(8;(p+v(p)-ngo—}—F(t,x,p)-Vpga)dtdxdp:// (v(p)-n(x))g-gadtdodp. (5)

OQR% 0x-

On n'a malheureusement pas unicité de la solutaiblé périodique pour deux raisons. D’une part, sous la
seule hypothés&, B € L®(R, x £2)2 les caractéristiques de I'Eq. (3) ne sont pas définies de maniére unique.
D’autre part, méme dans le cas ou les caractéristiques sont définies sans ambiguité, la fometimhdes valeurs
arbitraires sur les caractéristiques qui ne rencontrent pas le bord du domaine. De ces faits, on remplace (3) pé
I'équation perturbée :

af + 0 f +v(p) - Vof + Fe(t.x.p)-Vyf =0, (t.x.p) R, x 2 xRS, (6)

ol a > 0 est un petit paramétre destiné a tendre vers zéy@fx, p) = q(E¢(t,x) + v(p) A Bg(t, x)) est une
force régularisée aveE,, B, € L™®(R,; W->(£2))3. Dans ce cas on a unicité de la solution faible périodique
bornée du problemes), (4) et la solution faible coincide avec la solution par caractéristiques.

3. Equations de Maxwell

On suppose que les densités de chargeg ng fdp etde couranj =g¢ ]Rs v(p) f dp sont des fonction
périodigues données et on étudie les solutibriodiques du probléeme de Maxwell perturbé :

1
ot-E(t,x)+8,E—c(z)-rotB:——j(t,x), a-Bt,x)+0:B+rotE=0, (t,x)eR; x £2, 7
€0

n(x)ANE({,x)+co-n(x)Amx)ABE,x)=h(,x), (@ x)eR, x082, (8)
ou go représente la permittivité électrique du vide /etest une fonctionT périodique donnée telle que
(n - h)|r,xa2 = 0. On introduit également la perméabilité magnétique du yigle= 1/(eo - c%). On a considéré
le terme de perturbatio - E, o - B) d’une part pour rester consistant avec I'Eq. (6) et d’autre part pour assurer
I'existence et I'unicité de la solutiofi périodique pour (7), (8). On considére les espaces de Hilbert usuels :

H(ot 2)={ue L22)" | rotu e L2(2)°},  H(div; 2) = {u e LX)’ | divu e L)},

; 2
munis des normeg|u
edlul?,

£2(2)° muni de la norme(|| £,
par: L

2 1/2 ; 2 o112 1/2 _
s+ rotu||L2(Q)3) respectlvemerlt||u||L2(Q)3 =+ I dIVu||L2(_Q)) et on noteH

s+c2-IBI?, 5)Y/2. On définit l'opérateur linéairet : D(A) C H — H

L2(2)
D(A) = {(E. B) € H | TOtE, 10t B € L%(2)°,n A E,n A B € L202)°,n A E + con A (n A B)|g =0},
et:
A(E, B) = (—c§ - TotB, rotE), V(E, B) € D(A).
L'opérateurA est maximal monotone. En utilisant la théodes opérateurs maximaux monotones on montre
que sij e CX(R,; L2(£2)°) estT périodique et s'il existd € C1(R,; HX(2)°) N C2(R,; L2(2)°) T périodique
telle quen A h|gr,xas2 = h, alors pour toutr > 0 fixé, il existe une unique solution for# périodique(E, B) €

C(R;; H(rot £2)°)NCL(R;; H) pour le probléme (7), (8). On peut définir la notion de solution faibgériodique
pour le probléme (7), (8) par transposition.
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4. Systeme de Vlasov—Maxwell

On commence par I'étude du systéeme de Vlasov—Maxwell régularisé :

af + 0 f +v(p) - Vef +q((Ex&) +v(p) A(B*Le)) Vpf =0, (t.x,p)eR, x 2 xRS, 9)
2 J_'*Cs\/
aE +0,E —cjy-rotB =— , aB+0B+rotE=0, (t,x)eR, x £, (20)
€0

ft,x,p)=glt,x,p), (t,x,p)eR, x X7, n NE(t,x)+co-nA(nAB(t,x) =h(t,x), (t,x) eR, x 982, ou
Ze(t, x) est un noyau de régularisation (périodique) en temps et en espace. On a notie olongement par

0 en dehors de&? et gg/(t, x) = ¢e(—t, —x). En utilisant la méthode du point fixe (le théoréme de Schauder) on
montre I'existence d’une solutioh périodique pour le systeme de Vlasov—Maxwell régularisé.

Proposition 4.1.Soientg € L (R; x X ~) eth des fonctiong" périodiques, telles qug > 0, Wy := fOTfE_ [(v(p)-
n@)IL + e(p)gdidodp + [ [, |1h2drdo < 400 et supposons quiil existé € C1(R;; HY2)®) N ¢?

(Ry; L2(9)3) T périodique telle qua Afzh&xm = h. Alors, pour touty, ¢ > 0il existe une solutiofl’ périodique
du systéme de Vlasov—Maxwell régularisé. En particulier la solution vérifie

T T
// (v(p) - n(x))y T fdrdodp < —// (v(p) - n(x))gdtdo dp, (11)
ox+ ox-

et:

T T
// (v(p) -n(x))e(p)y™ f dt do dp—i—c—ZO//{eoln/\E|2+%|n/\B|2}dtda

0x+ 0082

T T
< %// |h|2dtd0+//|(v(p)-n(x))|e(p)gdtdodp, (12)
0052 0x-
(ici y* f représente la trace d¢ surR; x XT).

PuisquefOTfQ fR%(1+ e(p))fdedxdp + forfﬁ(v(p) n(x)A+e(p))yT fdtdo dp < +00, on peut utiliser

comme fonction test dans la formulation fail§fe toute fonctionp = (¢, x), ¢ € Ccl(]O, T[x £2) et on déduit que
ap + 8;p +divj =0 dansD’(]0, T[x §2). D’autre part, en utilisant les équations (10) on trouve :

. . 1, - _ 1. _
@ dVE+0,dVE = ——div(jx) = = (Fxe) + a5 x ),
£0 £0 £0
ou bien:
. 1 _ ) 1 _
aldivE — —(px&) )+ 0 |diVE — —(px¢Y) | =0,
£0 €0

et par périodicité on en déduit que div= %(,5 * gg/). De la méme fagon on montre que &= 0.

Afin d’obtenir I'existence de solutiof périodique pour le systéeme de Vlasov—Maxwell non perturbé on doit
établir des estimations uniformes par rapport aux petits parametres 0. On utilisera également la loi de conser-
vation de la quantité de mouvement. Psimplifier les calculs, on supposera ici qUg E, B) est une solution
réguliere,T périodique, & support compact en impulsion, pour le systéeme de Vlasov—Maxwell. En utilisant la
formulation faible(5) avec la fonction tesp(z, x, p) = p - x on en déduit :
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T
/ v(p) n(x) (p-x)yfdtdodp = /// v(p) p fdtdxdp+/ (pE+ j A B)-xdrdx. (13)

ox O.Q]RS

En tenant compte des équations de Maxwell on vérifie sans peine que :
. 1 .
PE+ jAB=¢o(EdiVE — E ATOtE) + —(BdivB — B ATOtB) — £0d;(E A B),
1o

et par conséquent, en utilisant I'identit¢divu — (u A rotu); = Zf 1 dx (wjuj) — de 9 142, 1<i <3, eten
décomposantE, B) = ((n-Eyn—nA(nAE),(n-B)n—nA({@mAB)) on déduit apres intégration par parties :

//(pE—i—j/\B) xdrdx =— //{eo(n E)(n/\(n/\E)) —(n B)(n/\(n/\B))} xdrdo

0082
2 2 1 2 1 2
go(n- E)+ (n-B) (n-x)dtda—é goln NE|“+ —|nAB|°}(n-x)drdo
00.(2 1o 0082 1o
1 ; 1
+—//{80|E|2+—|B|2}dtdx. (14)
209 1o

On impose une hypothése géométrique sur la fronti&re on suppose qués2 est strictement étoilée par rapport
aun pointgg € £2, i.e.,3r > 0 tel quen(x) - (x —xg) > r, Vx € 352. Cette hypothése a déja été utilisée pour estimer
les solutions des équations Waxwell par la méthode des multiplicateyir [10]). Aprés translation on peut
supposer queg = 0 € £2 et puisque? est borné, il existe & r < Rtelsquer < (n(x) - x) < |x| < R, Vx € 082.

En combinant13), (14) et en observant qus p) < (v(p) - p), Vp € R3, on obtient :

///e(p)fdtdxdp—i— //{80|E| + — |B| }dtdx—i— //{eo(n E)? + (n B)z}dtdo

OQR

//| v(p) -n(x))|-Iplyfdidodp + - //{8o|n/\E| + = |n/\B| }dtdo

0082

+R//{8o|(n-E)| . |nAE|+Mi|(n-B)| . |n/\B|}dtda. (15)
0
0082

En utilisant les conservations de la mag&#) et de I'énergie(12), I'inégalité (15 donne immédiatement une
borne de I'énergie totale ainsi questeaces du champ électromagnétique :

///e(p)fdtdxdp—i—//{eolEl + — |B| }dtdx—i—// v(p) - n(x))(1+e(p)) * fdtdo dp

0% ]R3 ox+

T
1 1
+//{80(n-E)Z—i——(n-B)Z}dth—i—//{80|n/\E|2+—|n/\B|2}dtdagC.Wo.
o Mo

0082 0082
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Il est possible d’obtenir des bornes du méme type pour les solutions périodiques du systeme de Vlasov—Maxwell
régularisé et on conclut aisément par stabilité faible des solutions (on utilisera le résultat de compacité par moyenn
en impulsion, cf. [7]). On obtient le résultat suivant :

Théoréme 4.2.Soients2 un ouvert borné, de frontier@s2 réguliére et strictement étoilég, e L (R, x X7)
et h des fonctionsT périodiques telles qug > 0, (n - h)|r,xs2 = 0 et Wo = ]OT]E, [(w(p) - n(x)|(A +

e(p)g(t,x, p)ydtdodp + fonag |h(t, x)|?dr do < +o00. Alors il existe une solution faibl& périodique( f, E, B)
pour le systéme de Vlasov—Maxw@hs classique ou relativistgui posséde des traces™ f € LR, x X T),

(n- E,n-B) e L2.(R; L202)2, (n A E,n A B) € L2 (R,; L2(3$2)°)2 et il existe une constant€’ =

C(m, g0, Lo, §2) telle que:

T T T
///e(p)fdtdxdp—i—//{80|E|2+%|B|2}dtdx+// (v(p) - n(x))(L+e(p))y™ fditdodp
02

0 SZ]R% ox+

T T
1 1
+//{so(n-E)er—(n-B)z}dtda+//{so|n/\E|2+—|nAB|2}dtdagc-wo.
0082 Ho 0082 Ho

Nous renvoyons a [5,6] pour les détails de démonstra8ignalons qu'il est possible d’adapter ce type d’argu-
ments dans le cas de plusieurs espéces de pladichargées ou pour des conditions aux limites :

vy f@,x,p)=gt,x,p)+alt,x,p)-y*f(t,x, R(t,x)p), (t,x,p)eR x X7, (16)

avecR(1,x) : R3 — R3, R(t,x)p =p — 2(p - n(x)) - n(x),¥(t,x, p) € R, x ¥ et 0< a(r,x, p) <ao < 1,
V(t,x,p) eR;, x X~
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