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Résumé

Dans cette Note, nous montrons que certaines inégalités de covariance écrites en terme de coefficients de mélange re
vraies pour des versions faibles de ces coefficients. Nous donnons ensuite quelques exemples de processus non-m
pour lesquels nous pouvons obtenir sans peine des bornes pour les coefficients faibles.Pour citer cet article : J. Dedecker, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Covariance inequalities.In this Note, we show that some well known covariance inequalities expressed in terms of m
coefficients remain true for weaker coefficients. Next, we give some examples of non-mixing processes for which thes
coefficients can be easily bounded.To cite this article: J. Dedecker, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Les coefficients

SoientX et Y deux variables aléatoires réelles sur le même espace probabilisé(Ω,A,P). Rappelons d’abord
les définitions classiques des coefficients deβ-mélange et deφ-mélange. SoitPX|Y une distribution régulière deX
sachantY etPX la distribution deX. On définit la variable aléatoire

b
(
σ(Y ), σ (X)

) = sup
A∈B(R)

∣∣PX|Y (A) − PX(A)
∣∣,

et les coefficientsβ(σ(Y ), σ (X)) = ‖b(σ(Y ), σ (X))‖1 etφ(σ(Y ), σ (X)) = ‖b(σ(Y ), σ (X))‖∞.
Pour sortir du cadre mélangeant, et considérer une classe de modèles plus vaste que celle des processus m

geants, nous avons proposé dans [2] une version faible des coefficients de mélange ci-dessus. SoitFX|Y = {t →
PX|Y (] − ∞, t])} une fonction de répartition deX sachantY et FX la fonction de répartition deX. On définit la
variable aléatoire
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b
(
σ(Y ),X

) = sup
x∈R

∣∣FX|Y (x) − FX(x)
∣∣,

et les coefficientsβ(σ(Y ),X) = ‖b(σ(Y ),X)‖1 et φ(σ(Y ),X) = ‖b(σ(Y ),X)‖∞. Remarquons que la valeur d
b(σ(Y ),X) ne change pas si l’on remplaceFX|Y (x) et FX(x) parPX|Y (]−∞, x[) et PX(]−∞, x[), et par consé
quentb(σ(Y ),X) = b(σ(Y ),−X) presque sûrement.

On peut aussi définir le coefficient de dépendanceφ(X,Y ) entreX etY par

φ(Y,X) = sup
x,y∈R

∥∥E(IX�x |IY�y) − FX(x)
∥∥∞.

La valeur de ce coefficient ne change pas si l’on change les inégalités larges en inégalités strictes, et par c
φ(Y,−X) = φ(Y,X) = φ(−Y,X) = φ(−X,−Y ).

On voit immédiatement, en partant de ces définitions que

β
(
σ(Y ),X

)
� β

(
σ(Y ), σ (X)

)
et φ(Y,X) � φ

(
σ(Y ),X

)
� φ

(
σ(Y ), σ (X)

)
.

Dans [2] nous avons donné de nombreux exemples de processus(Xi)i�0 non mélangeants pour lesque
β(σ(X0),Xn) ou mêmeφ(σ(X0),Xn) tend vers 0, avec une vitesse que l’on peut évaluer. On rappelera ce
de ces exemples dans la section 3.

2. Les inégalités

Proposition 2.1. Pour tous les exposants conjugués p et q , on a les inégalités (qui restent vraies pour p = 1 et
p = ∞ avec les énoncés adéquats)∣∣Cov(Y,X)

∣∣ � 2
{
E
(|X|pb

(
σ(X),Y

))}1/p{
E
(|Y |qb(

σ(Y ),X
))}1/q

, et (1)∣∣Cov(Y,X)
∣∣ � 2φ(X,Y )1/pφ(Y,X)1/q‖X‖p‖Y‖q . (2)

Remarque 1.L’inégalité (1) est celle donnée dans [3] (voir aussi [6]), mais avec les versions faiblesb(σ(Y ),X)

et b(σ(X),Y ) au lieu deb(σ(Y ), σ (X)) et b(σ(X),σ (Y )). L’inégalité (2) est celle donnée dans [4], ma
avecφ(Y,X) et φ(X,Y ) au lieu deφ(σ(Y ), σ (X)) et φ(σ(X),σ (Y )). En partant de (1) on obtient l’inégali
|Cov(X,Y )| � 2φ(σ(X),Y )1/pφ(σ(Y ),X)1/q‖X‖p‖Y‖q qui est moins précise que (2).

Preuve de la Proposition 2.1.On part de l’égalité

Cov(Y,X) =
∞∫

0

∞∫
0

Cov(IX>x − IX<−x, IY>y − IY<−y)dx dy. (3)

Montrons d’abord (1). On a les quatre inégalités∣∣E(
IX>xIY>y − P(X > x)P(Y > y)

)∣∣ � E
(
IY>yb

(
σ(Y ),X

)) ∧ E
(
IX>xb

(
σ(X),Y

))
,∣∣E(

IX<−xIY>y − P(X < −x)P(Y > y)
)∣∣ � E

(
IY>yb

(
σ(Y ),X

)) ∧ E
(
IX<−xb

(
σ(X),Y

))
,∣∣E(

IX>xIY<−y − P(X > x)P(Y < −y)
)∣∣ � E

(
IY<−yb

(
σ(Y ),X

)) ∧ E
(
IX>xb

(
σ(X),Y

))
,∣∣E(

IX<−xIY<−y − P(X < −x)P(Y < −y)
)∣∣ � E

(
IY<−yb

(
σ(Y ),X

)) ∧ E
(
IX<−xb

(
σ(X),Y

))
.

Puisquea1 ∧ b1 + a1 ∧ b2 + a2 ∧ b1 + a2 ∧ b2 � 2(a1 + a2) ∧ (b1 + b2), on obtient d’après (3) que

∣∣Cov(Y,X)
∣∣ � 2

∞∫ ∞∫
E
(
I|X|>xb

(
σ(X),Y

)) ∧ E
(
I|Y |>yb

(
σ(Y ),X

))
dx dy. (4)
0 0
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Notonsβ1 = β(σ(X),Y ) et β2 = β(σ(Y ),X). Remarquons queβ1 (ou β2) est nul si et seulement siX est indé-
pendante deY , et par conséquent (1) est vraie dans ce cas. Dans le cas contraire, notonsPβ1, Pβ2 les probabilités
de densitésb(σ(X),Y )/β1 et b(σ(Y ),X)/β2 par rapport àP. L’inégalité (4) s’écrit donc

∣∣Cov(Y,X)
∣∣ � 2

∞∫
0

∞∫
0

β1Pβ1

(|X| > x
) ∧ β2Pβ2

(|Y | > y
)
dx dy. (5)

NotonsQβ1,X etQβ2,Y les inverses càdlàg dex → Pβ1(|X| > x) ety → Pβ2(|Y | > y). En partant de (5), on obtien
successivement

∣∣Cov(Y,X)
∣∣ � 2

∞∫
0

∞∫
0

β1∧β2∫
0

Iu<β1Pβ1(|X|>x)Iu<β2Pβ2(|Y |>y) dudx dy

� 2

∞∫
0

∞∫
0

β1∧β2∫
0

IQβ1,X(u/β1)>xIQβ2,Y (u/β2)>y dudx dy � 2

β1∧β2∫
0

Qβ1,X(u/β1)Qβ2,Y (u/β2)du.

En appliquant l’inégalité de Hölder et en effectuant les changementss = u/β1 et t = u/β2, on obtient

∣∣Cov(Y,X)
∣∣ � 2

( 1∫
0

β1Q
p
β1,X

(s)ds

)1/p( 1∫
0

β2Q
q
β2,Y

(t)dt

)1/q

.

On termine la preuve de (1) en notant que, grâce aux définitions deQβ1,X etQβ2,Y ,

1∫
0

β1Q
p
β1,X

(s)ds = E
(|X|pb

(
σ(X),Y

))
et

1∫
0

β2Q
q
β2,Y

(t)dt = E
(|Y |qb(

σ(Y ),X
))

.

Pour montrer (2), on part de (3) et on transforme les quatre inégalités qui suivent ainsi :∣∣E(
IX>xIY>y − P(X > x)P(Y > y)

)∣∣ � P(Y > y)φ(Y,X) ∧ P(X > x)φ(X,Y )

(de même pour les trois autres). On termine la preuve de la même manière que pour (1).�
Corollaire 2.2. Soient f1, f2, g1, g2 quatre fonctions croissantes, f = f1 − f2 et g = g1 − g2. Pour toute variable
aléatoire Z, notons ∆p(Z) = infa∈R ‖Z − a‖p et ∆p,σ(X),Y (Z) = infa∈R(E(|Z − a|pb(σ (X),Y )))1/p. Pour tous
les exposants conjugués p et q , on a les inégalités (qui restent vraies pour p = 1 et p = ∞)∣∣Cov

(
g(Y ), f (X)

)∣∣ � 2
{
∆p,σ(X),Y

(
f1(X)

) + ∆p,σ(X),Y

(
f2(X)

)}{
∆q,σ(Y ),X

(
g1(Y )

) + ∆q,σ(Y ),X

(
g2(Y )

)}
,∣∣Cov

(
g(Y ), f (X)

)∣∣ � 2φ(X,Y )1/pφ(Y,X)1/q
{
∆p

(
f1(X)

) + ∆p

(
f2(X)

)}{
∆q

(
g1(Y )

) + ∆q

(
g2(Y )

)}
.

En particulier, si µ est une mesure signée de variation totale ‖µ‖ et f (x) = µ(]−∞, x]), on a∣∣Cov
(
Y,f (X)

)∣∣ � ‖µ‖E
(|Y |b(

σ(Y ),X
))

et
∣∣Cov

(
Y,f (X)

)∣∣ � φ(Y,X)‖µ‖‖Y‖1. (6)

Remarque 2.Dans [2], nous avons obtenu (6) par une autre méthode. Ces inégalités permettent d’évaluer le risq
en moyenne quadratique intégrée des estimateurs de la densité marginale d’une suite stationnaire.

Preuve du Corollaire 2.2. Pour montrer les deux premières inégalités, notons que, pour touta1, a2, b1, b2,∣∣Cov
(
g(Y ), f (X)

)∣∣ �
∣∣Cov

(
g1(Y ) − b1, f1(X) − a1

)∣∣ + ∣∣Cov
(
g1(Y ) − b1, f2(X) − a2

)∣∣
+ ∣∣Cov

(
g2(Y ) − b2, f1(X) − a1

)∣∣ + ∣∣Cov
(
g2(Y ) − b2, f2(X) − a2

)∣∣.
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Les fonctionsf1 − a1, f2 − a2, g1 − b1, g2 − b2 étant croissantes, on aφ(fi (X) − ai, gj (Y ) − bj ) � φ(X,Y ) et
b(σ(fi(X)), gj (Y ) − bj ) � E(b(σ (X),Y )|σ(fi(X))) presque sûrement. On applique les inégalités (1) et (2
on optimise ena1, b1, a2, b2. Pour montrer les inégalités de (6), on prendq = 1 et p = ∞. Soit µ = µ+ − µ−
la décomposition de Jordan deµ. On a alorsf (x) = f1(x) − f2(x), avecf1(x) = µ+(]−∞, x]) et f2(x) =
µ−(]−∞, x]). On applique les inégalités précédentes en notant que‖µ‖ = µ+(R)+µ−(R) et que∆1,σ (Y ),X(Y ) �
E(|Y |b(σ(Y ),X)), 2∆∞(f1(X)) � µ+(R), et 2∆∞(g1(X)) � µ−(R). �
3. Exemples

Dans cette section, nous reprenons certains des exemples développés dans [2]. Nous renvoyons à [2] pour
de détails, ainsi que l’étude d’autres modèles (notamment les transformations dilatantes de[0,1]).
Processus linéaires. Soit (ξi)i∈Z une suite de variables i.i.d. ayant un moment d’ordrep � 1, et (aj )j�0 une
suite de réels dans�1. Soit (Xi)i∈Z la suite stationnaire définie parXn = ∑

j�0 ajξn−j . Si X0 possède une den

sité bornée parK, on a les majorationsβ(σ(X0),Xn) � 2(K‖ξ1 − ξ0‖p

∑
j�n |aj |)p/(p+1) et φ(σ(X0),Xn) �

K‖ξ1 − ξ0‖∞
∑

j�n |aj |. En particulier, siai = 2−i−1 et ξ0 ∼ B(1/2), alorsX0 est uniformément distribuée s
[0,1] et doncφ(σ(X0),Xn) � 2−n. Pourtant(Xi)i∈Z n’est pas mélangeante carβ(σ(X0), σ (Xn)) � 1/2 pour
tout n (voir par exemple [1], page 180). En fait on peut même montrer queβ(σ(X0), σ (Xn)) = 1 pour toutn,
comme me l’a fait remarquer un rapporteur.

Les propriétés deβ-mélange des processus linéaires sont étudiées dans [5]. Dans cet article, les auteurs
hypothèses sur la loi deξ0 qui ne sont pas nécessaires pour les coefficients faibles.

Chaînes de Markov. Soit (Xi)i�0 une solution stationnaire de l’équationXn = F(Xn−1, ξn), où (ξ)i�1 est une
suite i.i.d. indépendante deX0. Supposons que la fonctionF satisfasse la condition de lipschitz faible‖F(x, ξ1) −
F(y, ξ1)‖p � κ |x − y| pour unκ < 1 et unp � 1. SoitX′

0 une variable aléatoire indépendante et de même
queX0. SiX0 possède une densité bornée parK, on a les majorationsβ(σ(X0),Xn) � 2(K‖X0−X′

0‖pκn)p/(p+1)

et φ(σ(X0),Xn) � 2(K‖X0 − X′
0‖∞κn)p/(p+1). Si la condition de lipschitz est vraie uniformément (p = ∞), on

a φ(σ(X0),Xn) � K‖X0 − X′
0‖∞κn.

Par exemple, dans le cas du modèle autorégressifXn = f (Xn−1) + ξn, la condition de lipshitz est vraie unifo
mément dès quef estκ-lipschitzienne.
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