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Abstract

We present a new finite volume method for solving Maxwell equations in inhomogeneous media. This method ha
advantages: (i) it allows even distorted or non-convex arbitrary polygonal meshes to be used; (ii) it preserves the G
(iii) it leads to an explicit differential system; (iv) it generalizes the standard finite difference method and the finite v
method on Delaunay–Voronoi meshes.To cite this article: F. Hermeline, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.

Résumé

Une méthode de volumes finis pour les équations de Maxwell en milieu inhomogène sur des maillages arbitraires.On
présente une nouvelle méthode d’approximation du type volumes finis pour les équations de Maxwell en milieu inhomogène.
Cette méthode possède plusieurs avantages : (i) elle permet d’utiliser des maillages de polygones quelconques même très dé
més ou non convexes ; (ii) elle préserve la loi de Gauss ; (iii) elle fournit un système differentiel explicite ; (iv) elle géné
méthode des différences finies usuelle et les méthodes de volumes finis sur des maillages de Delaunay–Voronoi.Pour citer cet
article : F. Hermeline, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.

Version française abrégée

Il est bien connu que le schéma aux differences finis décrit dans [9] est une des méthodes les plus e
pour discrétiser les équations de Maxwell. Par ailleurs on adéjà vu l’intérêt d’utiliserles propriétés d’orthogonalit
entre les maillages de Delaunay et de Voronoi pour généraliser ce type de schéma à d’autres maillages que
maillages de rectangles : voir [4] par exemple.

E-mail address: francois.hermeline@cea.fr (F. Hermeline).
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.
doi:10.1016/j.crma.2004.09.027
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On se propose dans ce travail de décrire une méthode de volumes finis qui permet de s’affranchir de la conditi
pour le maillage primal d’être de Delaunay, et même d’utiliser n’importe quel maillage primal, éventuellement t
déformé, non convexe ou non conforme, pour discrétiser les équations de Maxwell en dimension deux.

Considérons, par exemple, le mode de polarisation électrique transverse. Le principe de la méthode, q
de [5–7], est d’intégrer deux fois les équations scalaires (lois de Faraday et de Gauss) : une fois sur le mail
primal et une fois sur un maillage dual que l’on définit içi en joignant les barycentres des mailles primale
milieux de leurs côtés. On obtient ainsi les valeurs du champ magnétique aux barycentres et aux som
mailles primales. A partir de ces valeurs on peut calculer une estimation correcte, à l’aide de l’équation d’A
Maxwell, des composantes tangentielles du champ électrique le long des côtés des mailles primales et
faut noter que la loi de Gauss discrétisée reste préservée au cours du temps pourvu qu’elle soit vérifiée
initial et pourvu, bien entendu, que la relation de conservation de la charge discrétisée soit vérifiée.

On donne ensuite un exemple simple d’application au cas du calcul des modes propres d’une cavi
constituée de deux matériaux distincts et on compare les résultats obtenus avec un maillage de carrés et u
de quadrilatères très déformés.

La méthode peut évidemment être utilisée pour des équations du même type comme celles de l’acoustique,
exemple. Elle peut aussi être aisément généralisée au cas des milieus anisotropes.

1. Definitions and notation

GivenΩ a bounded two-dimensional polygonal domain, we use a mesh onΩ (called primal mesh) made up o
arbitrary polygons. With each (primal) elementP of this mesh we associate one (primal) pointp: the centroid is
a qualified candidate but other points can be chosen. By connecting the primal points and the midpointsf of the
sides we obtain a second mesh onΩ (called dual mesh). With each (dual) elementΠ of this mesh we can associa
one vertex of the primal mesh that will be denoted byd . Furthermore let us denote by (Fig. 1):

– Pp (Πd ) the primal (dual) polygon associated withp (d);
– ‖Pp‖ (‖Πd‖) the area ofPp (Πd );
– Ff = [d, e] (Φfp = [p,f ], Φf d = [f,q]) the side of a primal (dual) polygon;
– |Ff | (|Φfp|, |Φf d |) the length ofFf (Φfp, Φf q );
– t the unit counterclockwise tangent vector on the boundary∂Ω of Ω ;
– nf the unit outward normal vector on the sideFf of Pp ;
– tf the unit counterclockwise tangent vector on the sideFf of Pp ;
– νfp (νf q ) the unit outward normal vector on the sideΦfp (Φfq ) of Πd ;
– τ fp (τf q ) the unit clockwise tangent vector on the sideΦfp (Φf q ) of Πd ;
– θfp (θfq ) the angle betweentf andνfp (νf q ).

2. Approximation of Maxwell equations

For example consider Maxwell equations in the transverse electric mode of polarization with a perfect conduc
boundary condition (ε, µ being arbitrary discontinuous positive coefficients):




∂B

∂t
+ ∇ × E = 0,

∂D

∂t
− ∇ × H = −j , ∇ · D = ρ in Ω × [0, T ],

D = εE, B = µH in Ω × [0, T ], (1)
E · t = 0 in ∂Ω × [0, T ].
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Fig. 1. Left: a sample primal mesh (solid lines) and its dual mesh (dashed lines). Right: two primal (dual) polygons sharing the sideFf = [d, e]
(Φfp ∪ Φf q = [p,f ] ∪ [f,q]).

Recall that the third equation (Gauss law) is satisfied at any time, provided it is satisfied at the initial time and
the following charge conservation law holds:

∂ρ

∂t
+ ∇ · j = 0 in Ω × [0, T ].

By drawing inspiration from [5–7] we make the following operations:

– integrate the first equation over the primal polygonPp ,
– integrate the first equation over the dual polygonΠd ∩Pp and add it for all polygonsPp such thatΠd ∩Pp �= ∅,
– take the flux of the second equation over the primal and dual sidesFf andΦfp, Φf q ,
– integrate the third equation over the primal and dual polygonsPp andΠd .

Let be:

– εp , µp , ρp approximations ofε, µ, ρ in Pp ,
– Hp an approximation ofH in Pp which provides an approximationBp = µpHp (Bdp = µpHd ) of B in Pp

(Πd ∩ Pp),
– Hd , ρd approximations ofH , ρ in Πd ,
– Hf , jf approximations ofH , j at the pointf ,
– Efp (Ef q ) an approximation ofE in Pp (Pq ) in the neighborhood ofFf which provides an approximatio

Dfp = εpEfp (Df q = εqEf q ) of D.

Since the tangential (normal) component ofE (D) is continuous, the following conditions must be satisfied

Efp · tf = Ef q · tf def= Ef · tf and εpEfp · nf = εqEf q · nf
def= Df · nf . (2)



896 F. Hermeline / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004) 893–898

d at the

w to be

l

Then from (1) we obtain:


‖Pp‖∂Bp

∂t
+

∑
f∈∂Pp

|Ff |Ef · tf = 0,

∑
p

‖Πd ∩ Pp‖∂Bdp

∂t
−

∑
f∈∂Πd

(|Φfp|Efp · τfp + |Φfd |Ef d · τf d

) = 0,

|Ff | ∂

∂t
(Df · nf ) − (He − Hd) = −|Ff |jf · nf ,

|Φfp| ∂

∂t
(Dfp · νfp) − (Hp − Hf ) = −|Φfp|jf · νfp,

|Φf q | ∂

∂t
(Df q · νf q) − (Hf − Hq) = −|Φfq |jf · νf q,

∑
f∈∂Pp

|Ff |Df · nf = ‖Pp‖ρp,

∑
f∈∂Πd

(|Φfp|Dfp · νfp + |Φf q |Df q · νf q) = ‖Πd‖ρd .

(3)

As for the initial system the discretized Gauss laws are satisfied at any time, provided they are satisfie
initial time and if the following discretized charge conservation laws hold:

‖Pp‖∂ρp

∂t
+

∑
f∈∂Pp

|Ff |jf · nf = 0 and ‖Πd‖∂ρd

∂t
+

∑
f∈∂Πd

(|Φfp|jf · νfp + |Φf q |jf · νf q) = 0.

Otherwise the electric field must be corrected by various methods in order to enforce the Gauss la
satisfied at any time [8,4,1–3].

Now notice that:


tf = 1

cosθfp
νfp + tanθfpnf = 1

cosθf q
νf q + tanθf qnf ,

τfp = 1

cosθfp

nf + tanθfpνfp, τf q = 1

cosθf q

nf + tanθf qνf q,

(4)

and introduce the degrees of freedomXf = |Ff |Ef · tf andΞf = |Φfp|Efp · τ fp + |Φf q |Ef q · τ f q . From (2),
(3), (4) Hf can be calculated as a function ofHp , Hq , Hd , He and we obtain the following explicit differentia
system:




∂Hp

∂t
+ 1

µp‖Pp‖
∑

f ∈∂Pp

Xf = 0,

∂Hd

∂t
− 1

µd‖Πd‖
∑

f∈∂Πd

Ξf = 0,

∂Xf

∂t
+ |Ff |

Cε
f

(Hq − Hp) − Sf

Cε
f

(He − Hd) = −|Ff |Cf

Cε
f

jf · tf ,

∂Ξf

∂t
− Qf

|Ff |Cε
f

(He − Hd) + Sf

Cε
f

(Hq − Hp) = −|Φfp|
εp

jf · τfp − |Φfq |
εq

jf · τf q + Rf

Cε
f

jf · tf ,

whereµd , Sf , Cf , Cε
f , Qf andRf are values depending onεp, µp and geometrical coefficients.

This system can be solved by the leap-frog scheme forwhich the (experimental) stability condition is:	t �
1(εµ)1/2 min(minp(minf∈∂P |Ff |),mind (minf ∈∂Π (|Φfp| + |Φf q |))).
2 p d
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Fig. 2. Left: meshes. Right: isovalues ofB.

3. Concluding remarks

The numerical experiments show the efficiency of the method even if arbitrary distorted meshes are u
example Fig. 2 displays the isovalues of the magnetic field in the case of the calculation of the eigenmo
square cavity for which:ε = ε0, µ = µ0 if x � 0.5 andε = 2ε0, µ = 1

2µ0 if x > 0.5.
The results are similar to those obtained with the standard finite difference scheme [9].
The method coincides with the standard finite difference scheme [9] when the primal polygons are rec

and with the finite volumes methods described in [4] when the primal (dual) mesh is a Delaunay (Voronoi)
Obviously this type of method can be applied to similar partial differential equations like the acoustic equatio

It also can be generalized to anisotropic media.
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