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Résumé

Nous nous intéressons aux inétges discretes d’entropie powme classe de schémas de ration. Apres une bréve des-
cription de la méthode, nous proposons une démonstrdiiectepour établir les inégalités disceit d’entropie. Ces inégalités
sont, en fait, la conséquence d’un principe de minimisatioriederbpie satisfait par le modéle de relaxation considéré. Ces
résultats sont ensuite étendus au modéle aux 10 monfrentsciter cet article: C. Berthon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340
(2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
Abstract

Entropy inequalities for a relaxation scheme. This work is devoted to the discrete entropy inequalities when considering
relaxation schemes. After describing the numerical method, we proptisectproof to establish the discrete entropy inequal-
ities. In fact, we show that the considered relaxation model satisfies a minimum principle on the entropy. This principle implies
the expected inequalities. The work is concluded when applying the above results to the 10 momerifawiteehis article:
C. Berthon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version
We consider the numerical approximation of the weak solutions of the usu&l Buler equations:
W+, f(V) =0, v="(p,pu,pE), f(v)="(ou, pu®+ p,(pE + p)u), 1)

with pE = pu?/2 + pe wheree > 0 denotes the internal energy. The state Jaw= p(p, ¢) > 0 is assumed to be
associated with a convex entropy(p, ¢) which satisfies the following inequality:

0rps + oy psu < 0. (2)
The mape — S(p, ¢) will be decreasing. In the present work, we will not consider the vacuum problem.
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To approximate the weak solutions of (1) and (2), we propose to consider a suitable extended first order systen
with singular perturbations. The ainf this system is to restore the initial system in the regime of an infinite
relaxation parameter. Several choices can be considered [1,8,11] to define the first order system with singulal
perturbations, denotadlaxation systenn the sequel. Motivated by [5,10], we consider a relaxation system such
that most of the nonlinearities of the Euler equations &g for the sake of accuracy. We propose to relevantly
modify the pressure law [11]:

HW* + 3, g(W) = ARW),
WA:’(IO)L’ pAM)Lv IO)LE)“V IO)LT[)\)V R(WA):I(Os 07 Os p(pkvek)_nk)v (3)
g(W)\.) ZI(IOKM)L’IO)L(M)L)Z_I_T[)L’ (pKE)L _I_n,)\,)u)\,’p)\,n,)nu)n _I_aZu)\)'

For the sake of clarity in the notations, we will omit the exporerthe relaxation parameter> 0 must satisfy
the sub-characteristic Whitham condition [13]:

a?> p?3,p(p,e) + p(p,e)dep(p, e). (4)

This condition is actually needed to prevent the relaxation approximation procedure from instabilitigpes

to infinity. Let us note from now on that the systéf), _o is nonlinear hyperbolic. All the fields of the system

are linearly degenerated. The Jacobian matrix of the flux fungiadmits as eigenvalues;, u + a/p. As a
consequence, the solution of the Riemann problem is made of constant states separated by contact discontinuitie
In addition, as soon as the relaxation parameisrassumed to be large enough, the density and the internal energy

of the Riemann solution remain positive. In the sequel, this condition to ensure the positiveness of the density and
the internal energy, will be systematically assume large enough to satisfy,

1 2 2 2 2

UR — U T, —T T, —T
>O, ——‘r *>O, €L+*72L>0, €R+*72R
oL a OR a 2a 2a

1 Upy — UL

>0, (5)

with u, = “LFUR 4 TLTR gndr, = ZLEEE 4 & (uy, — ug), wherew,, andwy denote the left and right states of
the initial Riemann problem.

Now, based on the relaxation system (3), we proposdaxaton scheme to approximate the solutions of (1)
and (2) and we recall the aim of the method [1,3,4]. Let an approximation of the equilibrium solution at the date
"V (x) =V if x € (xi—1/2, xi+1/2) be given. We propose to evolve this approximation at the next time level into
two steps.

Evolution * — "t1.—_ With 0 < r < A¢, we solve the Cauchy problerfil);—o with the initial data
given by w"(x) = w} if x € (xj—1/2, xi+1/2) where the approximation at the equilibrium is ensureday=

1

Lol (o), (PE)!, (pm)!) with " = p(p!', el'). As soon as the following CFL condition is satisfied:
At 1
— ma + <, 6
e (/) < ©

the solutionw” (x, ¢) is made of the juxtaposition, with no interaai, of the Riemann problem solutions set at each
interfacex;1/2. Then, we definevv?“’_ = A—lx ;‘_*11//22 w"(x, At)dx. In this first step of the method, let us note
that the parameter can be locally evaluated on each Riemann problEnis evaluation must satisfy the Whitham
condition (4) and the positiveness condition. (8% a consequence, vilmmediately obtaiml.”“’_ > 0.

Relaxation "t~ — "*+1. A projection of the vector state” 1~ is done on the equilibrium manifolgr =

l
p(p,e)}. Putin other words, we sol@w = AR(w) with W;H_l’_ as the initial data and we consider the solution
as tends toco. We obtainv'* = (p, pu, pE)' ™+ andn!*t = p(pr L, et t .

To conclude the presentation of the relaxation scheveegcall that this scheme typically enters the framework

of the usual conservative finite volume method:
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At
Vin+1 =V — Ax (Fhae— a2 (7)

wheref’; +12= =f(v, v’ ,) denotes the numerical flux function.
Now we state the stability result.

Theorem 0.1. Assume the conditior{d), (5) and(6). The internal energyr’“rl e(v"“) evaluated by the relax-
ation schemég7), stays positive. For all € Z, the approximated solution satlssflrhe following entropy inequality
prtEsmt ot (ps)iiap— ()12

l lAt — Ax <O i =5 e), (8)
where(fps)jﬁrl/2 = (fps) (v}, Vi, 1) is the numerical flux function associated with the entrppyIn addition, the

following maximum principl¢l2] is satlsﬁeds’”rl <maxs;_q, s/, si, 1) forall i € Z.

Next, we establish the above result and we apply this scheme to the 10 moment model.

1. Introduction

Nous nous intéressons a I'approximation numéride® solutions faibles des équations d’Euler :
W+, f(V) =0, v="(p,pu,pE), f(v)="(pu,pu+ p,(pE + p)u), 9)

avecpE = pu?/2 + pe, olie > 0 désigne I'énergie interne. La loi de pressjon= p(p, ¢) > 0 est associée & une
entropie strictement convexs (p, ¢) qui satisfait I'inégalité :

0rps + oy psu < 0. (10)

Nous supposerons que l'applicatien— s(p, ¢) est une application strictement décroissante. Dans la présente
Note, le cas du vide ne sera pas considéré.

Afin d’approcher les solutions faibles de (9) et (10), nous considérons un systeme adéquat du premier ordre ave
perturbations singulieres et conduisant au systeme d’Efi& idans la limite infinie d'urparamétre de relaxation.
Différents choix peuvent étre adoptés [1,8,11] pour le systéme du premier ordre avec perturbations singuliéres
nommeésystéme de relaxatioMotivé par [5,10], nous considérons un systéme de relaxation qui préserve la plupart
des non-linéarités du systéme initial et qui repageusie modification de la loi de pression [11] :

W + 3, gwh) = AR(W),

wh ="(p", ptut, p* E*, p*7ch),  Rw) ="(0,0,0, p(p*, ") — %), (11)
g(W)\) zt(p)nu)\’ pA(MA)Z + jT)L, (p)\.EA. +7T)\.)u)\.’ ,O)LJT)\M)L + aZu)L)
Sans ambiguité et afin d’alléger les notations, nous omettrons I'expbna@parametre doit satisfaire la condi-
tion sous-caractéristique de Whitham [13] :

a?> p?3,p(p,e) + p(p,e)dep(p, e), (12)

afin d’éviter des instabilités dans la procédure de relaxation, lorsdqaad vers l'infini. Notons, des a présent,
que le systemegll), o est hyperbolique non-linéaire avec seulement des champs linéairement dégénérés. Les
valeurs propres de la jacobienne du flugont :u, u +a/p. En conséquence, la solution du probléme de Riemann
est constituée par des états constants séparés par des discontinuités de contact. De plus, dans un probléeme
Riemann, en choisissant le parametre 0 assez grand, la densité et I'énergie interne restent positives. Dans toute
la suite,a sera toujours supposeé vérifier cette condition (5) déipiié de la densité et de I'énergie interne.

Nous déduisons de ce systéeme de relaxation une méthode numérique de type volume fini qui présente simul
tanément précision et robustesse. Concernant cetteoni&tune question reste délicate : les inégalités discrétes
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d’entropie. Une premiere démonstration est proposée dans [3] pour les gaz parfaits. Pour les gaz réels, une démon
tration est établie dans [4]. Cette démonstration repasersautre modele de relaxation pour lequel I'énergie totale
joue le réle d'une entropie et va donc décroitre. En imposant la conservation de I'énergie totale, les auteurs éta
blissent les inégalités d’entropie recherchées et montre que le schéma numérique qu'ils obtiennent coincide ave
le schéma numérique utifist (11). Nous proposons une nouvelle déstration qui tilise une @prochedirecte

pour laguelle nous établissons un principe de minimisation de I'entropie pour le modéle de relaxation (11).

2. Méthode de relaxation

Pour approcher les solutions faibles de (9), (10), nonsidérons le systéme hors équilibre (11). Nous rappelons
briévement le principe de la méthode [1,3,4]. Considérons connue a |d'date approximation de la solution de
(9), (10) :v*(x) = V! six € (x;—1/2, xi+1/2). On propose de faire évoluer en temps cette approximation par une
méthode a deux pas.

Evolution : " — "t =, Pour O< t < Atr, nous résolvons le probléme de Cauctiyl);—o avec pour
donnée initialew” (x) = wW! si x € (x;—1/2, xi+1/2) ou I'approximation a I'équilibre est donnée paf’ =
"l (pw)}, (PE)!, (pm)!) avecn! = p(p!, el'). Sous la condition CFL :

At 1
—ma uta 13
Ax e X(IMI I /pl) < (13)
la solutionw” (x, ) est constituée de la juxtaposition sans interaction de la solution des problémes de Riemann
posés a chaque interfagg1,2. On définit alorsw"+1 = Alx x’f’+11/22 w" (x, Ar) dx. Notons que dans ce premier
pas de la méthode, le paramétrgeut étre choisi localement pour chaque probléeme de Riemann, de maniere
a vérifier la condition de Whitham (12) ainsi que la citimh de positivité (5). Cecimplique immédiatement
n+1,—
; > 0.

Relaxation t"+1— — "+1 Le vecteumw; est projeté sur la variété d'équilibfg = p(p, e)}. Ceci revient
arésoudred,w = AR(w) avecw’“rl ~ pour donnée initiale et considérer la solution pauui tend versxo. On en
dedunvl’.‘“ “(p, pu, ,oE)"Jrl etn”"’l = p(,o"+1, "+1)

Pour conclure la présentation de la méthode, nous soulignons que ce schéma s'inscrit dans le cadre usuel dt
schémas de type volume fini conservatif & trois points. En effet :

n+1,—

n+l v

A (f1+l/2 fi1/2), (14)

2= g|(p,pupE) (W (Xit1/2, AD),

oU 0l(,,pupE) Oésigne la restriction dg a ses trois premiéres composantes. De plus, par définition"de
w (xi+1/2, At) ne dépend que de/ etw; ,. Enfin, pour toui € Z, w; définit un etat a I'équilibre qui ne dépend
que dev?. Il en résulte que le flux numérique peut se reécrire sous la f@i’m@z = f(v{,Vvj 1. Concernant la
précision de la méthode, il est aisé de montrer que lensahde relaxation (14) préserve les discontinuités de
contact stationnaires [6].

3. Inégalitésd’entropie
Nous énoncons a présent le résultat de stabilité.

Théoréme 3.1. Sous les conditions de Whithdd®R), CFL (13) et de positivit§5), le schéma de relaxatiofi4)
vérifie la positivité de I'énergie interr‘@"Jrl = e(vf‘“) ainsi que l'inégalité d’etropie suivante pour toute Z :

pln+1 n+1 101 Sz (fps)?+1/2 - (fps)?_l/z

At Ax

<0, st=s(p' e, (15)
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ou (f,)g)l“/2 = (fos)(V, Vi) désigne le flux numérique associé a I'entropie De plus, le principe du maximum
[12] suivant est satisfaits" t* < maxs" ,, s, s’ 1), pour touti € Z.

La démonstration de la positivité de I'énergie interne est une conséquence directe de I'inégalité de Jensen appli
quée a la fonction concave— e(w) = pE — (pu)?/(2p). En effet, pourtout € Z, "+ = ! ™+~ = e/t 7) >
Alx xf’ 11/22{,0E (pu)?/(2p)Yt(x, "1 7) dx, ce qui implique, sous la condition (5), la positivité dé*l. La
preuve des inégalités d’entropie repose sur le résultat suivant :

Lemme 3.2. Posons! = + a?/p et X = a%e — n2/2. Les solutions du probléme de Riemann p¢li);—o
vérifient sans conditiod; pI + 0, plu =0 et o, pX + 9,0 Xu = 0. De plus, sous la conditiofiL2), il existe une
fonctionp (X, I) et une fonctiorz (X, I) telles queo (X, I)|iz=p(p,e)) = p €te(X, Dliz=p(p,e)} = €. Enfin, la fonc-
tion w — s(p(X, I),e(X, I)) vérifie 9, ps(p, e) + ps(p,e)u = 0 et satisfait le principe du minimum suivant
min;cr s(p, €) = s(p, e).

Utilisant ce résultat, nous établissons (15). Au eode I'étape d’évolution en temps, la solutiofi vérifie
sous la condition (13) 3t,0 s(p", ey + 0, p"s(p", é"u = 0 avecph = p(X", ") eteh = e(X", ") ou 1" =
ah +a?/ph et X" = a2eh (nh)z/z En intégrant cette relation suf, 1"+ 7) x (x;_1/2, xi+1/2), nous obtenons :

Xit1/2

1 o il n
Ax / {Phs(/’h’eh)}(xvtﬂ’ )dx — pj's’ + ((fPS)H-l/Z_(fPS)i—l/Z):O'

Xi—1/2

En appliquant successivement le principe de minimisation@@ure) puis I'inégalité de Jensen, nous avons :

Xi4+1/2 Xi+1/2
1 ho =h =h ntl,— 1 / ho  h h 1,— 1l
— s, e, ") dx > — s, eV, T ) dx > "+ Rl
A / {p"s@", e} ) A {p"s(", M} 7 s
Xi-1/2 Xi-1/2

Linégalité (15) est alors établie. Concernantle principe du maximum, il suffit de remarquer que sy, x;11/2),

s(p",&") prend au plus deux valeurs® ets?, ;. On en déduip! 15/t < 2L f;"f/;{p s(p", M), Ty dx <

,o”*l max(si'_y, s;', si', 1), C€ qui acheve la démonstration.

4. Modéeaux 10 moments

Nous étendons les résulats précedentsé&formulation tensorielle anisope des équations d’Euler [3,7,9¢:

modéle aux 10 momentSe modéle est gouverné par le systéme d’EDP suivant :

0V + 0,f(v) =0, v="(p, pu, puz, pE11, pE12, pE22),

f(v) =" (pu1, pus + pa1, pusuz + p12, (pE11+ p1us, (pEr2+ p12)us + prauz, p Eoous + pious),
avecpi1 = 2(pE11 — ,ouf/Z) > 0 et p12 = pE12 — puiuz. Le systéme est hyperbolique et il admet pour valeurs
propres w1, u1 + +/3p11/p etui + </ p11/p. Les solutions faibles satisfont les inégalités d’entropie suivantes :

0 pF () +0:pF(ur <0, s(v)=pu/p°.

%pG(0) + d:pG(o)ur <O, o (V) = (p11p22 — pip)/p”,

ou nous avons introdujioz = 2(p E22 — pu%/Z). Les fonctions réguliére® et G sont telles que les applications

v — F(s(V)) etv — G(o(v)) sont convexes. Afin d’approcher les solutions faibles de ce modéle, nous considérons
le schéma de relaxation précédemment développé. plop®sons un systeme de relaxation similaire a (11) et qui
repose sur une modification des pressipnset p12 :
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W+ 3, g(W) = AR(W), w="(p, pu, puz, pE11, pE12, pE22, p711, p712),

gw) =" (pu1, pu? + w11, pusuz + 12, (pE11+ man)us, (pE12 + mi2)us + miauz, (16)
pE2ou1 + miguz, prigu1 + a’u1, priou + azuz),

Rw)="(0,0,0,0,0,0, p11— m11, p12 — m12).

Le paramétre > 0 doit satisfaire la condition de Whithara? > 3pp11.
Ce modeéle de relaxation admet les mémes propriétés que le systéme (11). Les valeurs praprassbat/ p.
Tous les champs sont linéairement dégénérés. Enfinsatisfait la condition (5) en remplagantparu1, & par
11 €te parEq1 — ufl/z, la solution du probléme de Riemann d#),_o satisfait la positivité de la densité et de
la pressionp11.
Sur la base du modéle (16), nous développons un schéma de relaxation en tout point similaire a celui décrit dan
le cadre des équations d’Euler. Ce schéma de relaxation vérifie les propriétés suivantes [2] :

Théoréme 4.1. Sous les conditions de CFEL max ez (|u1l, lu1 + a/pl) < 1/2, de Whithamu? > 3pp11 et de
positivité (5), le schéma de relaxation vérifie la positivité ;il’?s“ et (pll)fhLl ainsi que les inégalités d’entropie
suivantes pour toute 7Z :

PITLE (Y — pRF (st N Fore)itre — Gore)izye <

n__ n
0, s/'=s(v}),

At Ax
1, nt+l no_ n
PG (o) A)t— PG (o) L (ng(U))i+l/2A (Fpg0))i-1/2 <0, o' o),
X

ou (fpf(s));?+l/2 = (fore) (V] Vi), respectivemer(fpg(c,));?Jrl/2 = (fr6())(V], V] 1), désigne le flux numérique
associé a l'entropie F (s), respectivemeniG (o).
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