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Abstract

In this Note, we extend sufficient conditions for regularity we described in our previous works so that they are valid not only
in the interior, but up to the boundary of a flow field. The comulit are based on the integilé properties of either one of
the eigenvalues of the rate of deformation tensor or one component of velaoiiye thisarticle: J. Neustupa, P. Penel, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.
Résumé

Régularité conditionnelle jusqu’a la frontiére du domaine en théorie des éguations de Navier—Stokes associées a des
conditions limites d'imper méabilité généralisée. Dans cette Note, nous étendons jusqu’a la frontiére du domaine spatial, les
conditions suffisantes pour la régularité des solutions faibles des équations de Navier—Stokes que nous avions obtenues dans n
travaux précédents. Ces conditions sorddes sur les propriétés d@grabilité oubien d’'une des valeunsropres du tenseur
de déformation, ou bien d’'une des composantes du champ de vResseiter cet article: J. Neustupa, P. Penel, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.

Version francaise abr égée

En dépit des efforts de nombreux mathématiciens, la question de 'unicité et de la régularité des solutions faibles
au sens de Hopf—Leray pour le probléeme « standard » asganix équations de Naviestokes les conditions aux
limites homogénes de Dirichlet, est restée essentiellement une question ouverte. Les difficultés que soulévent le
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conditions aux limites sont bien connues, en particulier celles pour maitriser les intéfralesV)u - Audx et
JoVp-Audx.

Aussi toute I'analyse proposée ici sera-t-elle fomdéir le probléeme de conditions initiales et aux limites
associant aux équations de Navier—Stokes des conditions d'imperméabilité généralisée imposées aux bornes ¢
domaines? (nous avons introduit ces conditions dans [1], nowgppsons pour elles cette appellation c.i.g. et dis-
cutons leur bien-fondé dans la remarque ci-apres). Popnotdéme, dans deux situations géomeétriques différentes
choisies, nous pouvons étendre jusqu’a la frontierdes résultats de régularité intérieure obtenus dans [5,6] et
[4]. 2 sera décrit ou bien comme un cube, deitr, +7[3, ou bien comme un ouvert borné simplement connexe
deRR3 de frontiére suffisamment réguliére, de clagse-.

Soit T un nombre réel positif, dan@; = £2 x 10, T[, les équations de Navier—Stokes sont écrites en (1)(2) au
sein du texte anglais, avec (3) une condition initilelonnée danE(Z, (£2), nous leur associons (4) sif2 x 10, T'[
les conditions aux limites (c.i.g.)

curl*v.n=0, k=0,1,2.

La vorticité @ = curl v satisfait I'équatiom;e + (v - V)o = (@ - V)v + vAw + curl f. Comme cela est bien
connu, le terme important dans I'équation de la vorticité@stV)v = o, - w ol o, = %[Vv + (Vv)T] désigne la
partie symétrique d& v, ce terme est générateur d’enstrophie ; I'evysthie est par définition I'enstrophie moyen-
néeE(t) = %fc lw(-, 1)|%dx, locale dans un sous-domaidede £2, ou globale siC = 2. L'obtention d’'une
estimation de I'enstrophie est cruciale.

Remarque. Nous pouvons regarder ces conditions (c.i.g.) faigatervenir la vorticité, comme naturelles en ce
gu’elles caractérisent des cportements tangentiels saf2 de v, dew, et decurl w ; comme judicieuses en ce
quecurl?v - n|3o = 0 est alors une propriété intrinséque, et il est remarquable quaspcette méme troisiéme
condition soit directement vérifiable (voir [1]); naturelles encore et mathématiquement réalistes en ce qu’elles
s’attachent une extension auto-adjointe de I'opérateudr; enfin absolument pas artificielles en ce qu’elles offrent

une compatibilité avec des conditionstoiriquement proposées par Navier et aussi en ce qu’elles permettent de
discuter la limite inviscide (Bellout et Neustupa). En outre, I'étude du probleme (1)—(4) permet de retrouver les
résultats importants de la théorie classique.

Précisons la définition de I'opératecur| dansL?,(Q) :

A=curl|p1, 00 D(A) = D' = {u e WH2(2) N L2(2); (curlu - n)|3e =0 au sens des tragesequel do-
maine de A est dense daﬂ§(s’2), il peut étre caractérisé p@rt = P, Wé’z(Q), P, étant la projection usuelle de
L? surL?. A commute aved®,, une propriété essentielle podf.

Nous nous intéressonswuasolution du probléme (1)—(4) lorsquec L2(0, T; DY) N L>(0, T; L?,) et vérifie
la formulation intégrale rappelée ci-aprés en (5) : une telle solution faible existe. Si maint@rat/, j = 1
ou 2, 0uD? = D(A%) = {u € W22(2) N D; (curlu -n)|ye = 0}, alorsiil existel ; etv unique solution forte du
probléme (1)—(4) tels que

ve 0,7 DY), Aty eL?(0.TF L2(2)) etd, AV o e L2(0, T} L2 (2))  (j=1.2).

On sait depuis Leray (voir aussi Galdi [3]), combien est pertinente I'analyse de structure de I'ensemble des
éventuels points singuliers pouy aussi les solutions faibles peuvent-elles étre construites en sorte que I'inégalité
forte d’énergie (voir (6)) soit vérifiée, et 'ensemble des époques de possible singularitégxiau plus dénom-
brable. Alors|O, T[ = Uyer]ay, b,[UG, I CN, ouG aune mesure de HausdorjfZ-dimensionnelle nulle, les
intervallesla,, , b, [ étant disjoints ; sur chacun d’euxyvérifie (6) pour tout € la,, b, [, v(-, 1) € D? est presque
partout continu em, etv peut donc étre identifié avec la solutiontfounique décrite précédemment, on a en outre
Adve L2 (ay,by; L2(2)) etd, Av € L2 (ay, by; L2(£2)). - _

Dans nos travaux précédents [5,6], le résultat dpile&ité intérieure subordonnée a la régularité d'une des
valeurs propres de, tenait essentiellement a une inégalité poursteophie locale, la localisation du probléme a
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des sous-domaines intérieurs au bord desquetgoutes ses dérivées étaient nuls nous ayant permis d’'ignorer les
intégrales de surface. Présentement avec les conditiorigvates c.i.g., les calculs menés en (7) sont loisibles et
nous maitrisons 'intégrale de surface sur la frontiér@defm v;j(9;v;)(Okvi)ng dS| < Cllv ||i/22||v ||%,/22 : pour tout

t € lay, b, [ I'enstrophie globale maintent satisfait I'inégalitd; E (r) + v |A%v(-, 1) ||S’2 + 4[Q det(oy)(x, ) dx <
CE(1)°/3. Les résultats sont alors donnés par le Théoréme 2.1.

En fait dans la situatio® = |—x, +7[3, I'intégrale de surfacgﬁ’m v;(9;v;)(9v;) ni dS estnulle, et l'inégalité
pour I'enstrophie globale devient une égalit& (1) + v[|A%v(-, 1)[1§ , + 4 [, det(o,) (x, 1) dx =0,

Une autre facon d’aborder la question de la régularité est la suivante, le couplage par le systéme d’équation:
de Navier—Stokes entre les trois composantes du champ de vitesse est-il tel qu'une éventuelle singularité puisse ¢
développer sur I'une d’elles ou bien sur aucune ? Pour le @nobk standard », s’agissant de régularité intérieure,
la réponse que nous avons obtenue dans [4] est claire : il est possible de contrbler la régulagimadeelle
supposée de la troisieme composante du champ de vitgasant d’établir une inédigé pour I'enstrophie et ainsi
transférer leurs régularités aux deux autres composantss,.

Pour le probléme avec les conditions aux limites c.i.g., on peut établir le méme type de résultat de régularité
jusqu’a la frontiére du domain®, d'ou le Théoréme 3.1.

Commentaire. L'existence locale de solution forte et le théoréme de structiltesdnt des résultats auxiliaires
importants, mais les principaux résultats de cette note sont les Théorémes 2.1 et 3.1. Les idées-clés de démonstt
tion seront données dans le texte anglais, pour les détails@musyons aux articles [7] et [8]. Les conditions aux
limites c.i.g. nous semblent essentielles pour certaines étapes de démonstration.

1. Introduction

We gtisume that eithe? = ]—x, 7 [ or £2 is a bounded simply connected domain with the boundary of the
classC=*.

We have shown in our papers [5] and [6] that the interior regularity of a so called suitable weak soltgion
the Navier—Stokes equation can be guaranteed by an assumption on one of the eigenvalues of the symmetrize
gradient ofv. In [4], we have proved that the interior regularitywis guaranteed by certain condition imposed on
only one component af. The reason why these results were proved only locally, in the interig, ofias that
was assumed to satisfy the Dirichlet boundary condition on the boundaeyasfd we were therefore not able to
control the behavior of all necessary termsogn.

In this note, instead of the Dirichlet boundary conalitjwe assume that the considered weak solutisatisfies
the “generalized impermeability boundary conditions” (4) whieere introduced in paper [1]. Using fine properties
of v near and on the boundary, we can improve the results from [5,6] and [4] so that they are valid on the whole
domains2, up to the boundary. (See Theorems 2.1 and 3.1.) The details of all proofs can be found in the papers [7]
and [8] which are being prepared.

As auxiliary results, we also present theorems on local in time existence of a strong solution and on the structure
of a weak solution that satisfies a so called strong energy inequality. (See Theorems 1.1 and 1.2.)

We deal with the Navier—St@s initial-boundary value problem

1
8,v+cur|vxv:—V<p+§|v|2>+vAv in0r = x10,TJ, Q)
dive =0 inQr, (2)
V)0 =1° in £, (3)
curlfv-n=0 (k=0,1,2) onasf2 x 10, TI. (4)

v denotes the velocity, the pressure and> 0 the viscosity coefficieny is the outer normal vector oi2. The
Navier—Stokes problem (1)—(4) was treated in [ZLZ.(Q) being the closure offu € C8°(Q)3; divu=0in£}in
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L?(£2)3, andP, the orthogonal projection df?(s2)3 onto L2 (£2), let us recall some notations and results from [1]:

o D'={uecWr?(2)NL2(2); (curlu-n)|o =0 in the sense of tracks
={u=uo+ Vy; ug € W(l)’z(.Q), Ap =—V -ugin £2 anddg/dn|ye = 0}.
A=curl|p:.
D?=D(A%) = {u e W22(2)N DY, (curl?u -n)|se = 0 in the sense of tracps
On D/, the topology induced byA/ . ||o 2 is equivalent to the topology d¥/2(s2).
A is a self-adjoint operator itlL?,(Q) and the resolvent operatot/ — A)~! is compact inLE,(Q) for all A
from the resolvent set of.

Suppose that® e L:‘;(.Q). A weak solutiorv of (1)—(4) is a function that belongs to
L2(0, T; DY) N L>(0, T; L2 (£2)) and that satisfies

T T
//v-(b(x)é(t)dxdt—//[(Av xv)-¢(x)+vAv-A¢(x)]9(t)dxdt—i—/vo-(b(x)@(O)dx:O (5)
0Q 02

2

for all ¢ € D! and alld € C>([0, T']) such that(T) = 0.
v can be constructed so that it satisfies the so called “strong energy inequality”, i.e.

t
o013, 420 [[9 0l 06 < ot D2, ©
§

fora.a.t €]0,T[and allt € [&, TT.

Under our assumptions on domaih, and with the boundary conditions (4), we can modify the procedure
described in the survey article by G.P. Galdi [3] and prove the existence of a weak salutiotihe problem
(1)—(4) which also satisfies (6) for aae 10, T[ and allz € [&, T[.

v fulfills the first two conditions in (4) (corresponding to= 0, 1) for a.a.r € 10, T'[, as a function fromD*.

The third boundary condition in (4) is cabed in the definition of the weak solution in such a sense that if a weak
solutionv is smooth enough then it satisfiesr12v - n = 0 0nd£2 x ]0, T[. This can be shown in the same way as
in [1], the proof of Lemma 4.1, moreovewr|?v(-, 1) € L(Z,(Q) fora.a.r €10, T[; thus, the normal component of
curl?v(-, 1) ond£2 is zero and belongs tW ~1/22(32).

Theorem 1.1. Let j = 1 or j =2 and letv® € D/. Then there existg* > 0 and a strong solution of the problem
(1)-(4) on the time intervall0, 7;[ such thatv € 9o, T} D/, Aitly e L2(0, T} L2(£2)) and 3, A7 v €
L2(0, T} L2(R2)).

Similar results, in the case of theriwihlet boundary condition, are well knm and they belong to basic theory
of the Navier—Stokes equation. That is why we do cmtment the proof of Theorem 1.1 on this place. Let us
only note that in the case whefl € D?, the inclusionA®v e L?(0, T5; L2 (£2)) implies thatv(-, 1) € D(A®) for
a.at €]0, T7[. It means thab(-, r) also satisfies, in addition to the tierboundary conditions in (4), the condition
curlv(-, 1) -n=00nd£2. Thus,w = curl v also satisfies the same boundary conditions (4), compare with [1].

By analogy with G.P. Galdi [3], we call ampoch of irregularityof weak solutiorw to the problem (1)—(4) an
instant of timey such thatw (-, 7) is (after a possible re-definition on a set of measure zeK@7) an element of
D* continuously depending anon the interval® — t, ¢[ for somer > 0 and||Av(-, H}llo2 — +oo ast — v —.
Obviously, the set of all epochs of irregularityofs at most countable. (-, 1) € D', we denote by (¢) the least
epoch of irregularity ob, greater tham. Theorem 1.1 guarantees that either such an epoch of irregularity exists in
1¢, T1 or thewL2-norm ofv(-, r) is bounded ont, T']. In the latter case, we puit(r) = T.
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Theorem 1.2. Suppose that is a weak solution to the problefd)—(4)that satisfies the strong energy inequal-
ity (6)fora.a.£ €10, T[and allr € [, T[. Then]0, T[ = Uyep lay,b,[UG where the%-dimensional Hausdorff
measure ot is zero andla,, b, [ are non-overlapping intervals such thatafter a possible re-definition on a set
of measure zero, has the following five properties on each of:tfipa-, 7) is an element oD?, continuously de-
pending orr onlay, b, [; (i) A%v € L2 (ay,b,; L2($2)); (iii) 8 Av € L2 (a,,by; L2(52)); (iv) the strong energy
inequality(6) holds for all& € la,, b, [ andt € [&, T'[; (v) eitherb, =T or b, is an epoch of irregularity ob.

Similar theorems are again well known from the theory of the Navier—Stokes equation either in the whole space
RS or with the Dirichlet boundary condition o2 (see e.g. C. Foias and R. Temam [2] and G.P. Galdi [3]). The
proof of Theorem 1.2 is based on Theorem 1.1, starting from a.a. time instafj& 7'[, we can construct a strong
solution on an intervalt, & + §[. See [1], using the uniqueness we can identify the strong solutiorwwith

2. Regularity in dependence on one of the eigenvalues of tensor (V)

If v is the velocity of a flow then the rate of deformation tenspris defined by the identity, = (Vv); =
3[Vv+ (Vo).

Theorem 2.1. Suppose that is a weak solution to the problefh)—(4)that satisfies the strong energy inequal@y.
Let¢1 < ¢2 < ¢3 be the eigenvalues of tensgy. Suppose thal < 11 < 2 < T and one of the functiong, (¢2)+,
¢z belongstdl’ (11, r2; LS (£2)) for some real numbers s such thatl < r < 400, % <s < 4ooand2/r+3/s < 2.
((22)+ denotes the positive part 0f.) Thenw(-, 1) is the element aP?, continuously depending arin the interval
Jt1, t2[. Moreover,A3v € L2 (11, t2; L2(£2)) andd, Av € L2 (11, 12; L2(£2)).

The main steps of the proof are: Suppose that the inténvap[ contains an epoch of irregularity, (for some
y € I). Item (ii) of Theorem 1.2 implies that(-, r) € W>2(£2) for ¢ € Ja,, b,[ — M where the measure of is
zero. Suppose thate 1t1, t2[ N lay, by [ — M. The conditionA2v - n =0 a.e. 092 means that\v - n =0 onJ 2
and soAv = AP,v = P, Av. Thus, multiplying the Navier—Stokes equation (1) &y and integrating o2, we
obtain:

dl
EE/IAvIde+v/|Av|2dx=/(v-V)v-Avdx. (7
2 22 22
The integral on the right-hand side satisfies
/vj(ajv»(akkvi)dx:/v,-(a,-vmakvi)nk dS—/wkv,-)(a,-vi)(akvi)dx ®)
2 982 2

and the analysis of the integral 62 represents the crucial point. (The integral would be equal to zero in the case
of the homogeneous Diritdt boundary condition fov, however, on the other hand, this boundary condition does
not enable to obtain identity (7).) Using theundary conditions (4) and the coincidence afith Vo on d$2 (for

an appropriate functiop), we can derive the estimates

/w(a,-vi)(akvi)nk ds‘ = /(akqs)vi(akn,»)ds‘ < / v[2| V| dS‘
082 082 082
5/2 1/2 v 10/3
<eallvllf pllvllazz < csllvll Yz Ivlig < 5147018 5 + cat)lAvilg 9)

whereg denote%|V¢)|2. The second integral on the right-hand side of (8) can be treated in a similar way as in our
papers [5] or [6]. Using boundary conditions (4) and estimate (9), we can finally arrive at the inequality
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EéllAvIIO,z *t3 A5 2 < =3 | £182¢3dx +ca()[[Avllg; . (10)
2

In order to complete the proof, we must further use the integrabilitiAaf(-, t)||(212 inz on]0, T[, the assumption
of theorem 2.1, and the inequalitigs| < cs|Vv| (i = 1, 2, 3). Integrating (10) on the time intervitl, —§, b, [ (for
8 > 0 small enough), we can derive thtv(-, 1) |02 is @ bounded function afon 16, — §, b, [. This contradicts
the assumption that, is an epoch of irregularity.

3. Regularity in dependence on one component of velocity

Theorem 3.1. Letv be a weak solution to the problgih)—(4)that satisfies the strong energy inequafy. Suppose
that0 <7 < < T andvz € L' (11, t2; L°(§2)) for somer € [4, +o0], s € 16, +00], 2/r + 3/s < % Thenv(-, t)
is the element ob?, continuously depending arin the intervallty, ro[. Moreover,A3v € Lﬁ)c(tl, 12; L[Z,(Q)) and
dAve LZ (11,12 L2(2)).

First step in the proof: write the equation for= curl v, and use the fact that satisfies boundary conditions (4).
Using also the integrability afs, we can derive that the norms®§ in L™ (1, 1o; L2(£2)) and inL2(t1, t2; L8(£2))
are estimated by the sum of the normsvaf in L (11, 10; L2(£2)) and in L2(z1, to; L8(£2)), raised to 2r + 3/s.
This step is impossible if we use the Rinlet boundary condition instead of (4).

Second step: consider the integral on the right-hand side of (7), where the convectiva tevhv can be
replaced byw x v and its components must be rewritten in such a way that they either cegtainvz (knowing
the integrability of these two functions i2 x ]#1, £2[). The procedure is analogous to [4], however all integrations
are performed o2 and the boundary conditions (4) must therefore be used.
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