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Résumé

Dans cette Note, nous étendons des lois fortes des grands nombres de type Marcinkievicz–Zygmund pour les m
à des variables aléatoires faiblement dépendantes à valeurs dans un espace de Hilbert. Les conditions de dépen
exprimées en termes d’espérances conditionelles, et sont plus faibles que les meilleures conditions connues faisant interven
les coefficients de mélange fort.Pour citer cet article : J. Dedecker, F. Merlevède, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Convergence rates in the strong law of large numbers for Hilbert valued dependent variables.In this Note, we extend
Marcinkievicz–Zygmund strong laws of large numbers for martingales to weakly dependent random variables with v
Hilbert spaces. The conditions are expressed in terms of conditional expectations, and are weaker than the best known condition
involving strong mixing coefficients.To cite this article: J. Dedecker, F. Merlevède, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé et(H, 〈·, ·〉H) un espace de Hilbert séparable. Pour tout réelp � 1, notons
L

p

H
l’espace des variables aléatoires (v.a.) à valeurs dansH telles que‖X‖p

L
p

H

= E(‖X‖p

H
) < ∞.

Soit (Xi)i>0 une suite de v.a. dansL1
H

et Sn = ∑n
i=1(Xi − E(Xi)). Le but de cette note est d’établir d

conditions sur la suite(Xi)i>0 pour que la propriété suivante ait lieu :
∞∑

n=1

nαp−2
P

(
max

1�k�n
‖Sk‖H � ε nα

)
< ∞ pour toutε > 0. (1)
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Remarque 1.La suite(max1�k�n ‖Sk‖H)n�1 étant monotone, (1) avecαp = 1 est équivalente à
∞∑

N=1

P

(
max

1�k�2N
‖Sk‖H � ε 2N/p

)
< ∞ pour toutε > 0. (2)

On déduit de (2) quen−1/pSn converge p.s. vers 0. Par ailleurs, (1) précise la vitesse de convergence dan
forte. En effet, elle implique dans le cas oùαp > 1 queP(supk�n k−α‖Sk‖H � ε) = o(n1−αp).

La propriété (1) a été obtenue dans le cas des suites i.i.d. à valeurs dans un espace de Banach dep par
de Acosta [1]. Dans le cas de suites faiblement dépendantes et réelles, des résultats ont été obtenus pa
auteurs. Nous ne citerons ici que les résultats de Berbee [2] dans le cadre des suites absolument réguliè
de Rio [7,8] dans le cadre de suites fortement mélangeantes. Dans [7], l’optimalité des résultats est discu

Dans le cas des suites de différences de martingale à valeurs dansH, le théorème suivant précise un résultat
Woyczýnski [9].

Définition 1.1. Étant donnée une v.a. positiveX, on noteQX(u) = inf{t � 0: P(X > t) � u} sa fonction de
quantile. Étant données une v.a. positiveX et une suite(Xi)i>0 de v.a. à valeurs dansH, on écrira(Xi) ≺ X si
QX � supk�1 Q‖Xk‖H

.

Théorème 1.2.SoitH un espace de Hilbert séparable et(Xi)i>0 une suite de différences de martingale à vale
dansH. Supposons que(Xi) ≺ X pour une v.a.positiveX et notonsSn = X1 + · · · + Xn.

(i) Soit1 < p < 2. SiX ∈ L
p

R
alors la propriété(1) est vraie pour tout1 � 1/α � p.

(ii) Si E(X ln+(X)) < ∞ alors la propriété(1) est vraie pour1 = p = 1/α.

La preuve de ce théorème est basée sur desarguments classiques : troncature au niveaunα , centrage conditionne
et inégalité de Doob. Comme dans [9], ce théorème (ainsi que le Théorème 2.1 ci-dessous) peut s’éte
espaces de Banachr-lisses (pour 1< r � 2) au sens de Pisier [6]. La condition à imposer alors est 2� r > p.
Contrairement au cas des suites indépendantes, la condition de momentE(X ln+(X)) < ∞ dans (ii) ne peut être
supprimée (cf. Elton [4] pour un contre-exemple).

2. Le cas des suites stationnaires

Théorème 2.1.SoitT :Ω �→ Ω une transformation bijective, bimesurable préservantP. SoitM0 une sous-tribu
deA telle queM0 ⊆ T −1(M0). Introduisons la filtration croissanteMi = T −i (M0). SoitH un espace de Hilber
séparable etX0 une v.a. dansL1

H
et centrée. Considérons la suite(Xi)i∈Z définie parXi = X0 ◦ T i et notons

Sn = X1 + · · · + Xn. Pour1 < p < 2, considérons la condition

G(p) :
∞∑

n=0

E(Xn|M0) et
∞∑

n=0

(
X−n − E(X−n|M0)

)
convergent dansLp

H
.

SousG(p), la propriété(1) est vraie pour tout1 � 1/α � p.

La preuve de ce théorème fait appel à une décomposition en cobords due à Gordin [5]. La conditionG(p) est
vraie si et seulement si

X0 = M0 + Z0 − Z0 ◦ T , (3)

où M0 et Z0 appartiennent àLp

H
, M0 estM0-mesurable etE(M0|M−1) = 0 presque sûrement. Si l’on défin

Mi = M0 ◦ T i etZi = Z0 ◦ T i , alorsXi = Mi + Zi − Zi+1 et Qn = M1 + · · · + Mn est une martingale adaptée
la filtrationMn. On utilise le Théorème 1.2 pour contrôler max1�k�n ‖Qk‖H.
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3. Le cas des suites faiblement dépendantes

La conditionG(p), qui s’exprime en termes d’espérances conditionnelles, est une extension naturelle du
suites de différences de martingale. Cependant, nous allons voir que, dans le cas des suites fortement mélangea
elle ne conduit pas à la condition optimale.

Définition 3.1. Si X est une v.a. positive, notonsHX :x → ∫ x

0 QX(u)du, etGX l’inverse deHX.

Définition 3.2. Pour touteσ -algèbreM deA et toute v.a.X de L
1
H

, on considère le coefficient de dépenda
γ (M,X)

γ (M,X) = ∥∥E(X|M) − E(X)
∥∥

L
1
H

. (4)

Si X est une v.a. réelle, notonsFX sa fonction de répartition etFX|M une fonction de répartition conditionnelle d
X sachantM. Définissons une version faible du coefficient de mélange fort (voir [8])

α(M,X) = sup
t∈R

∥∥FX|M(t) − FX(t)
∥∥

1. (5)

Notons que, siX est réelle,G(γ (M,X)/2) � α(M,X). Soit (Xi)i>0 une suite de v.a. et(Mi )i>0 une suite de
σ -algèbres deA. Les suites de coefficientsγ = (γi)i�0 etα = (αi)i�0 sont alors définies par

γi = sup
k>0

γ (Mk,Xi+k) et αi = sup
k>0

α(Mk,Xi+k). (6)

Soit (Xi)i∈Z et (Mi )i∈Z définies comme dans le Théorème 2.1. Supposons de plus queX0 estM0-mesurable
et notonsX = ‖X0‖H. En utilisant d’une part la dualité entreLp et L

p/(p−1) et d’autre part une inégalité d
covariance, on peut montrer que la conditionG(p) est vraie dès que

∑
i�0

(i + 1)p−1

γi∫

0

Q
p−1
X ◦ GX(u)du < ∞. (7)

Pour des v.a. réelles, la condition (7) est satisfaite dès que

∑
i�0

(i + 1)p−1

αi∫

0

Q
p
X(u)du < ∞. (8)

La condition (8) n’est cependant pas optimale. En effet Rio [8] a établi que pour des v.a. réelles la propriété (1)
vraie pourαp = 1 et 1< p < 2 dès que

∑
i�0

(i + 1)p−2

αi∫

0

Q
p
X(u)du < ∞, (9)

qui est clairement moins restrictive que (8). En comparant (7) et (9), il est naturel de se poser la ques
suivante : la propriété (1) est-elle réalisée pour des v.a. à valeurs dansH sous la conditionDM(p, γ,X) :∑

i�0(i + 1)p−2
∫ γi

0 Q
p−1
X ◦ GX(u)du < ∞ ? Le théorème suivant répond par l’affirmative à cette questio

compris dans le cas non stationnaire.

Théorème 3.3. Soit (Xk)k>0 une suite de v.a. à valeurs dans un espace de Hilbert séparable(H,‖ · ‖H) et soit
Mk = σ(Xi, i � k). PosonsSn = ∑n

i=1(Xi − E(Xi)) et définissons la suiteγ = (γi)i�0 par (6). SoitX une v.a.
positive telle que(Xi) ≺ X.
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(i) Si DM(p, γ,X) est satisfaite pour unp ∈ ]1,2[, alors la propriété(1) est vraie pour tout1 � 1/α � p.
(ii) Si

∑
i>0 γi/i < ∞ et siE(X ln+(X)) < ∞, alors(1) est vraie pour1 = p = 1/α.

L’outil essentiel pour démontrer ce théorème est l’inégalité maximale suivante.

Définition 3.4. Pour toute suite décroissanteδ = (δi)i�0 de nombres positifs, définissons la fonctionδ−1(u) =∑
i�0 1u<δi = inf{k ∈ N: δk � u}. Notons queδ−1 est l’inverse généralisée de la fonction càdlàgx → δ[x], [·]

étant la partie entière.

Proposition 3.5. Soit(Xk)k>0 une suite de v.a. à valeurs dans un espace de Hilbert séparable(H,‖ · ‖H) et soit
Mk = σ(Xi, i � k). PosonsSn = ∑n

i=1(Xi − E(Xi)) et définissons la suiteγ = (γi)i�0 par (6). SoitX une v.a.
positive telle que(Xi) ≺ X. Introduisons les fonctionsRX = ((γ /2)−1 ◦ G−1

X ∧ n)QX et SX = R−1
X . Pour tout

x > 0 et r � 1, on a

P

(
max

1�k�n
‖Sk‖H � 5x

)
� 14n

x

SX(x/r)∫

0

QX(u)du + 4n

x2

1∫

SX(x/r)

RX(u)QX(u)du. (10)

La preuve du Théorème 3.3 repose sur l’utilisation de cette inégalité maximale, du théorème de Fubini e
que, commeRX est une fonction continue à droite et décroissante,u < SX(x) ⇔ RX(u) > x.

Remarque 2. Si ‖X‖r < ∞ pour r > p > 1, alors la conditionDM(p, γ,X) est satisfaite dès qu∑
i>0 i(pr−2r+1)/(r−p)γi < ∞. Les coefficientsαi et γi ne sont pas de même nature : on peut construire

suite de différence de martingales réelles (i.e.γi = 0 pour i > 0) telle queαi ne converge pas vers 0. Po
les processus linéaires causaux,γi peut facilement s’évaluer : soit(εi)i∈Z une suite stationnaire de v.a. ce
trées deL

1
H

, (ai)i�0 une suite d’applications linéaires deH dans H telle que
∑∞

i=0 ‖ai‖ < ∞, et Xn =∑∞
i=0 ai(εn−i ). Pouri � 0, notonsγ ε

i = ‖E(εi |σ(εj , j � 0))‖
L

1
H

et γ X
i = ‖E(Xi |σ(Xj , j � 0))‖

L
1
H

. On a alors

γ X
n �

∑n−1
i=0 ‖ai‖γ ε

n−i + ‖ε0‖L
1
H

∑∞
i=n ‖ai‖.

Remarque 3. En gardant les notations de la Proposition 3.5 et enintégrant l’inégalité (10), on peut montr
que, pour 1< p < 2 et une certaine constanteCp , E(max1�k�n ‖Sk‖p

H
) � Cp n

∑n−1
i=0 (i + 1)p−2

∫ γi/2
0 Q

p−1
X ◦

GX(u)du. LorsqueH = R, cette inégalité reste vraie pourp = 2 (voir l’inégalité (3.9) dans [8]).

Nous renvoyons à [3] pour plus de détails sur les preuves ainsi que des exemples d’application.
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