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Résumé

En 1915, Srinivasa Ramanujan donne une borne inférieure de I'ordre maximum de la fonction itérée du nombre des diviseurs,
d(d(n)). En 1989, Paul Er@s et Aleksandar i en donnent une borne supérieure. Dans cette Note, on détermine I'ordre
maximum dew (d(n)), le nombre de diviseurs premiersdg:), et on en déduit une amélioration du résultat dtt&rét Ivic sur

I'ordre maximum del(d(n)). Pour citer cet article: A. Smati, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On aproblem by S. Ramanujan. In 1915, Srinivasa Ramanujan gives a lower limit for the maximum order of the iterated of
the divisors functiond(d(n)). In 1989, Paul Er@ls and Aleksandar I@igive a upper bound. In this Note, we find the maximal
order of the functiorw (d(n)), the number of prime divisors af(n), and we improve the result of Eod and IvE on the maximal
order ofd(d(n)). To citethisarticle: A. Smati, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
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1. Introduction

Dans les derniéres lignes de son long article de 1Bt&ulé “Highly composite numbers ”, Ramanujan [4]
et [5] (No. 15), donne une borne inférieure de I'ordre maximun de la fonction itérée du nombre des diviseurs,
d(d(n)), posant ainsi, implicitement, le probléme de I'étude de d’ordre maximum de cette fonction. De fagon
précise, il énonce que poitf, = 22-133-1.. -p,fk_l ol pourk > 1, px désigne lek-iéme nombre premier,

d(d(Nk)) - 4+/210gN;/(loglogNy)
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L'article de Ramanujan est d’'abord consacré a I'étude de I'ordre maximum de la foa€tipnnombre de
diviseurs de I'entier naturel. Pour cela, Ramanujan a introduit la notion de nombres hautement composés — un
nombre est hautement composé, s'il posséde plus deedirs que tout entier le précédant — notion féconde par les
développements auxquels elle a donné lieu par la suite et par les problemes intéressants qu’elle souléve. On pour
consulter & ce sujet I'article [3] d’exposition de Jean-Louisd\as dans lequel on trouvera une analyse de I'article
de Ramanujan et une description des développementsagia'dlipré par la suite sous I'impulsion, notamment, de
Erdds. Ramanujan a fait une étude approfondie des nombres hautement composés et a considérablement amélic
les résultats de Wigert [7] sur I'ordre maximum dé&:). Cependant, a travers son article, mais a l'arriére-plan,
transparait I'étude de la fonctieid (n)). Il donne, dans une table, les 103 premiers entiers hautement con\bosées
et a c6té des valeurs numériquesid®’), celles del(d(N). Il détermine également 'ordre de grandeur/dé(N))
sur la suite des nombres hautement composés en montrant quéy pautement compose,

d(d(N)) _ (Iog N)@(Iog logloglogN+y+0(1/(logloglogN)))

ouy étant la constante d’Euler.

Les premiers a revenir a ce probleme furentsret Katai [2]. En 1969, ils posent le probleme de fagon générale,
c’est-a-dire celui de la détermination de I'ordre maximum de-iame itérée de la fonction nombre des diviseurs
et en donnent un premier résultat. Enfin, en 19895Emt Ivic [1] étudient de nouveau la fonctiai(d(n)) et
montrent que, pour une constaate 0 convenable et assez grand,

d(d(n)) < e v1ogn./(loglogn)/(logloglogn) (1)

Notons pakw(n) le nombre de diviseurs premiers de I'entieiDans cette Note, on détermine I'ordre maximum
dew(d(n)), c’est un résultat nouveau (cf. Théoreme 2.1, ci-dessous) et on donne une amélioration du résultat (1)
d’Erdés et Ivi (cf. Théoreme 2.2, ci-dessous). Notre méthestdondée sur un raffinement de la méthode disrd
et Kétai [2] combiné a une bonne majorationdie) en termes de (n). L'étude du cas général est nettement plus
compliquée. Elle est I'objet d’un autre article [6] dans lequel nous avons amélioré le résultdisigE idatai.

2. Lesrésultats

Théoréme 2.1. Soite > 0 un nombre réel, fixé arbitrairement. On a

J/1ogn
loglogn

w(d(n)) < (1+€)3v/192

pourn suffisamment grand et il existe une infinité d’entietsls que

J9ogn
loglogn’

a)(d(n)) >1—¢)

Théoreme 2.2. Soite > 0 un nombre réel, fixé arbitrairement. On a
d(d(n)) g 3 e(1+e) SJ@«/Iogn
pourn suffisamment grand, et il existe une infinité d’entietels que

d(d(n)) > ek 10g2//0gn/ loglogn)

Le Théoreme 2.2 est une conséquence du Théoreme 2.1 : la premiére inégalité se déduit en utilisant le
Lemme 3.3 ci dessous et la deuxiéme inégalité en utilisant la relagigrn= 2°
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3. Leslemmes

Lemme 3.1. Soite > 0 et N1 un entier naturel. Poson$; = w(N1). Pour S assez grandN; posséde au moins
[S1/2] diviseurs premiers supérieurs(d/2)(1— ¢)S1logS;.

Démonstration. Ecrivons Ny = p§p52- pfls[i}/;]] ---p';fl, (81 = w(N1), o; > 1) la décomposition deV, en
produits de facteurs premiers aveg < po> < --- < pg,. Les facteurs premiers d&; suivants pis, /2 <
PISi/21+1 < -+ < ps; sont en nombre supérieur & — [S1/2] > S1/2 > [S1/2] et prs,/2) est supérieur ou
egal au[S1/2]-ieme nombre premier et donc poSy assez grand, on gs, /21 > (1 + 0(1))[S1/2]log[S1/2] =
(1+0(1))(1/2)S1l0gS1 > (1/2)(1 —€)S1logS1. O

Lemme 3.2. Soite > 0 et N1 un entier naturel. Poson$; = w(N1). Il existe un entier naturel1 : M1|N1 et dont
la décomposition en facteurs premieis; = Q‘“L 1Q"2 L QVA 1, posséde, pous; assez grand, les propriétés
suivantes A > (1/3)S1, Q; > (1/2)(1 —¢)S110gS1, i > 2 pouri=1,2,...,A

Démonstration. C’est une conséquence facile du Lemme 3.1
Lemme 3.3. Pour tout entiem > 2, on ad(n) < 3> loglogn

Démonstration. Ecrivonsn = pj'p5?--- pi* avecs := w(n) > 1, la décomposition de I'entier > 3 en facteurs
premiers et poson¥ = pip2--- ps le noyau den. L'inégalité entre moyenne arithmétique et moyenne géomé-
trique donnelogn.N)/s > ((n1+ 1) (n2+1) - - (ns + 1)) log 2. Il S’ensuit quel (n) < (logn - N)* /(s log2)* <
(2/slog2)* esloglogn < 3grloglogr Enfin, on vérifie que le résultat est vrai poue 2. O

Lemme 3.4. Soitn > 2 un entier arbitraire. Poson®, = n et N1 = d(N2). NotonsS1 = w(N1). Pour S, assez
grand, on a I'une ou l'autre des assertions suivanté¢$) log N2 > (Sl(log S1)2)2; (2) il existe un entier naturel
M> : M| N> et dont la décomposition en facteurs premidis, = Rfl_leﬂz_l e RgB_l, possede, pous; assez
grand, les propriétés suivantds> (1/12)S1, R; > (1/24)(1—€)S1log Sy, Bi > (1/2)(1 — €)S1log S, pouri =
1,2,....B

Démonstration. PosonsSz = w(N2) et écrivons la décomposition @& en facteurs premiersvs = tf 1t§2 1o

8s,—1 . . i e
tszz On applique le Lemme 3.2 &1 = d(N2). Il existe M1, vérifiant les propriétés du lemme, tel que
Mi= Q7" 1Q”1 L A YN =d(Np) = 8165 8s,. Maintenant, nous envisageons deux situations. Premiére
situation. Supposons gu'il existe ¥ qui posséde au moins 3 diviseurs premiers, non nécessairement distincts,

parmiQ1, Q2,..., Q4. 0On a, alors,

$2

|OgN2—Z(3 —1logt; >
i=1

lo 2 log2
g > 96 (1 )%53(log $1)° > (S1(log 51)2)°

pour S; assez grand, Ceci prouve I'assertion (1) du lemme. Deuxiéme situation. Supposonsdytessedent
moins de 3 diviseurs premiers par@i, Qo», ..., Q4. NotonsC le nombre des; dont chacun posséde au moins
un diviseur parmiQ1, Q2, ..., Q4. On a, en désignant p& (M1) le nombre de facteurs premiers tle comptés
avec leurs multiplicités,

-Q(Ml)

c> =—Z<%—1>/ Z%/— min, () A > és
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Sans perte de généralité, notons&esss, 82, . . ., §c et les facteurs premiers @& correspondantg < < --- <
ic. On poseMy = REVIREZT...RPSTL avecB = C — [C/2] > (1/12)S1, et pour chaqueé: 1< i < B, Bi =
Sicr21+i = (1/2)(1—€)S1109S1, Ri = tic/214i = ticj21+1 = (1/24)(1—€)S1log 1. Cela prouve I'assertion (2) du
lemme et termine la démonstrationo

4, Démonstration du Théoréme 2.1

Montrons la premiére inégalité. On utilisera les at@ns du Lemme 3.4. On peut supposer dans la suite
que S1 := w(N1) = w(d(N2)) > (logN2)1/3 car sinon l'inégalité serait trivialement vérifiée. Bp vérifie 'as-
sertion (1) du Lemme 3.4 alors I'inégalité est immédiate. En effet, on ob&€dtN2)) = w(N1) =: §1 <
(logN2)1/2/(log $1)? < (3)%(log N2)¥/2/(loglogN»)2. Maintenant, supposons qué vérifie le résultat (2) du
Lemme 3.4. On va minorer lag,. CommeN; posséde un diviseuw» (vérifiant les propriétés du Lemme 3.4) II
s’ensuit que logvz > log M» et pourS; assez grand,

1 & ) 1 1 2
logM> > > Z BilogR; > 4_1(1_ €)S11ogS11og Rig2(B — [B/2]) > @((1_ €)S1logS1)”.
i=[B/2]

Le résultat s’en deduit. Maintenant, Montrons la deuxieme inégalité. P@gors2.3.5- - - ps,, le produit desSy
plus petits nombres premiers gp = 22-133-1... pgfl_l, avecS, = w(N2) = S1 = w(N1) > 1. On a clairement
S1 = w(d(N2)). Maintenant d’une part, on a poS§ assez grand, lo§, < ps,(log2+1log3+--- +logps,) =
1+ 0(1))(1951)2 < (14 €)(S1log S1)? et d’autre part, logV1 = (1 + o(1))S1log Sy et par suite log = (1 +
o(1)) loglog N1 et enfin(log $1)% = (1 + o(1))(loglogN1)? < (1 + ¢€) (loglogN1)? < (1 + €)(loglogN»)2. Fina-
lement, on obtient logy> < ((1+ €)S1loglogN2)? et I'inégalité en découle.
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