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Résumé

Nous généralisons dans cet article le critère de Beurling et Nyman, qui concerne la fonctionζ de Riemann, à une large clas
de séries de Dirichlet. Nous établissons donc une correspondance entre la densité d’un certain sous-espace de fonctions
L2(0,1) et la localisation des zéros d’une série de Dirichlet. Nous utilisonspour obtenir ce résultat la structure de l’espace
Hardy du demi-plan.Pour citer cet article : A. de Roton, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Generalisation of the Beurling–Nyman criterion for the Riemann Hypothesis.We generalise the Beurling–Nyman crit
rion, already known for the Riemannζ function, to a larger class of Dirichlet series. We link the density of some subspa
functions inL2(0,1) and the localization of the zeros of a Dirichlet series. To do so, we use the structure of the Hardy s
the half-plane.To cite this article: A. de Roton, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Les travaux classiques [3,5,9,10] mettent en lumière des relations entre la densité de certains sous-esp
fonctionnels et la répartition des zéros des fonctions analytiques. Beurling et Nyman ont exploité cette idée d
[4] et [2] pour la fonctionζ de Riemann (voir aussi [1]). Ils introduisent l’ensembleB̃ des fonctions complexe
f définies sur l’intervalle]0,1] par f (t) := ∑n

k=1 ck{ θk

t
}, où n � 1, 0< θk � 1, ck ∈ C,

∑n
k=1 ckθk = 0 et {x}

désigne la partie fractionnaire dex. Le résultat de Nyman s’énonce ainsi :

Théorème 1.1(Nyman). Les trois assertions suivantes sont équivalentes:
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:

(i) ζ(s) ne s’annule pas dans le demi-plan�s > 1/2 ;
(ii) B̃ est dense dansL2(0,1) ;
(iii) la fonctionχ indicatrice de l’intervalle]0,1] est dans l’adhérence dẽB dansL2(0,1).

Nous allons dans cette Note généraliser leur résultat à une classe de fonctions comprenant la fonctionζ .

2. Généralisation du théorème de Beurling et Nyman

Dans cette partie, nous supposerons queF(s) = ∑∞
n=1

a(n)
ns est une série de Dirichlet absolument converge

pour�s > 1 admettant un prolongement méromorphe au demi-plan�s � 1
2 avec un unique pôle éventuel d’ord

fini mF ens = 1. On supposera de plus que pour toutε > 0, an = O(nε).

Définition 2.1.On définit la fonction complémentaire associée àF par :

ΨF :R+ → C

x �→ Res

(
xs

s
F (s),1

)
−

∑
n�x

an.

On définit également la fonctionΨ (1)
F parΨ (1)

F (x) = ΨF (1/x) et l’espace de fonctions suivant :

B̃F =
{
f : t �→

n∑
k=1

ckΨF

(
αk

t

)
, ck ∈ C et 0< αk � 1 vérifiant(1)

}

∀l ∈ [0,mF − 1],
n∑

k=1

ckαk(lnαk)
l = 0. (1)

Proposition 2.2. SiΨ (1)
F est une fonction deL2(0,+∞), alors pour1

2 < �s < 1, on a:

MΨ
(1)
F (s) = −F(s)

s
, oùMΨ

(1)
F désigne la transformée de Mellin deΨ

(1)
F . (2)

La transformée de Mellin d’une fonctionf : [0,+∞[ �→ C mesurable est définie par

Mf (s) =
+∞∫
0

f (x)xs−1 dx

en tout points tel que l’intégrale converge absolument. Le théorème de Paley–Wiener assure que cette tran
tion se prolonge en un isomorphisme hilbertien entreL2(0,1) et l’espace de HardyH 2 du demi-plan�s > 1/2.

Théorème 2.3.SoitF une fonction telle queΨ (1)
F ∈ L2(0,+∞). Alors les assertions suivantes sont équivalen:

(i) la fonctionF ne s’annule pas dans le demi-plan�s > 1/2 ;
(ii) le sous-espacẽBF est dense dansL2(0,1) ;
(iii) la fonction indicatriceχ de l’intervalle]0,1] appartient à l’adhérence dẽBF dansL2(0,1).

Nous ne donnons ici qu’un schéma de la démonstration de l’équivalence des deux premières assertions. P
une démonstration détaillée, on pourra consulter [8].

Nous utiliserons la structure deH 2 et plus précisément le corollaire suivant du théorème de Beurling–Lax
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Lemme 2.4.Soit(Fα)α∈A une famille de fonctions deH 2 n’admettant aucune singularité sur la droite�s = 1/2
et telle qu’il existeα ∈ A tel queFα(x) ne soit pas à décroissance exponentielle losque le réelx tend vers l’infini.
Alors le plus petit sous-espace fermé deH 2 invariant par multiplication pare−λs pour toutλ > 0 et contenant
tous lesFα,α ∈ A estBZH 2 oùZ = ⋂

α∈A Z(Fα) etBZ est le produit de Blaschke construit à partir deZ.

Notons queB̃F est un sous-espace deL2(0,1) invariant par l’action du semi-groupe des contractions d

(théorème de Paley–Wiener)MB̃F est un sous-espace fermé deH 2 invariant par multiplication par e−λs, λ > 0.
D’après la Proposition 2.2, toute fonctionG deMB̃F s’écrit sous la formeG(s) =Mg(s) = −F(s)

s

∑n
k=1 ckα

s
k.

À l’aide de cette écriture, on montre que les hypothèses du lemme sont bien vérifiées par la famille de fon
tionsMB̃F et que

⋂
G∈M(B̃F )

ZG = ZF , où ZF (respectivementZG) désigne le multi-ensemble des zéros deF

(respectivement deG) comptés avec leur multiplicité dans le demi-plan{�s > 1/2}.
Si BZF est le produit de Blaschke défini à partir deZF , on a doncMB̃F = BZF H 2. L’utilisation du théorème

de Paley–Wiener permet d’en déduire l’équivalence recherchée.

3. Lien avec l’hypothèse de Riemann généralisée

Définition 3.1.On dira qu’une fonctionF appartient à la classe de SelbergS si F vérifie les conditions suivantes

(i) pour�s > 1, F(s) = ∑∞
n=1

a(n)
ns est une série de Dirichlet absolument convergente;

(ii) il existe un entier naturelm tel que(s − 1)mF(s) soit une fonction entière d’ordre fini ;
(iii) la fonction F satisfait une équation fonctionnelle de la forme :

Φ(s) = ωΦ(1− s) oùΦ(s) = αQsγ (s)F (s),

avecγ (s) = ∏r
j=1 Γ (λj s + µj ), λj > 0, �µj � 0, Q > 0 et |α| = 1 ;

(iv) pour toutε > 0, a(n) = O(nε) ;
(v) pour�s assez grand, logF(s) = ∑+∞

n=1 bnn
−s oùbn = 0 si n n’est pas une puissance d’un nombre premie

bn = O(nθ ) pour unθ < 1/2.

On noterad = 2
∑r

j=1 λj , le degré deF . On appelera zéros non triviaux deF les zéros de parties réelle
comprises entre 0 et 1

Conjecture 1. On conjecture que les zéros non triviaux deF sont de partie réelle égale à 1/2.

C’est l’hypothèse de Riemann généralisée pour la fonctionF . Elle est équivalente à la non-annulation de
fonctionF dans le demi-plan�s > 1/2.

Conjecture 2.On conjecture que pour toutε > 0, F(1/2+ iτ ) = Oε((1+ |τ |)ε).

C’est l’hypothèse de Lindelöf généralisée pour la fonctionF .
En suivant la méthode que Titchmarsch utilisait dans [11] pour l’étude de la fonctionζ de Riemann, on démontr

que l’hypothèse de Riemann pour une fonctionF de la classe de Selberg entraîne l’hypothèse de Lindelöf
cette même fonction.

On montre d’autre part queΨ (1)
F ∈ L2(0,+∞) si et seulement siF(1/2+ it)/(1/2+ it) ∈ L2(R), ce qui perme

d’énoncer le théorème suivant.

Théorème 3.2.SoitF une fonction de la classe de SelbergS. Alors la fonctionF vérifie l’hypothèse de Rieman
généralisée si et seulement siΨ

(1)
F ∈ L2(0,+∞) et le sous-espacẽBF est dense dansL2(0,1).
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La démonstration de ce théorème se trouve dans [6] et [8].

4. Autre critère

Nous avons démontré dans [7] que pour une fonctionF de la classe de Selberg de degré inférieur à 4, la fonc
Ψ

(1)
F est de carré intégrable. Afin d’obtenir un critère sans restriction sur le degré deF , on introduit une fonction

complémentaire lissée.

Définition 4.1.Soit F une fonction de la classe de Selberg. Pour toutk ∈ N∗, on définit surR+∗ la fonctionΨk,F ,
fonction complémentaire d’ordrek associée àF par :

Ψk,F (x) = Res

(
F(s)xs

s(s + 1) · · · (s + k)
,1

)
− 1

k!
∑
n�x

an

(
1− n

x

)k

.

On définit également la fonctionΨ (1)
k,F parΨ (1)

k,F (x) = Ψk,F (1/x) et le sous-espace suivant:

B̃k,F =
{
f : t �→

n∑
k=1

ckΨk,F

(
αk

t

)
∈ Bk,F , n ∈ N, ck ∈ C et 0< αk � 1 vérifiant(1)

}
.

Si k > d
4 , on montre queΨ (1)

k,F ∈ L2(0,+∞). Avec les notations précédentes, on a le résultat suivant.

Théorème 4.2.SoitF une fonction de la classe de Selberg. Soitk un entier vérifiantk > d
4 . Alors les assertions

suivantes sont équivalentes:

(i) la fonctionF vérifie l’hypothèse de Riemann généralisée;
(ii) le sous-espacẽBk,F est dense dansL2(0,1) ;
(iii) la fonction indicatriceχ de l’intervalle]0,1] appartient à l’adhérence dẽBk,F dansL2(0,1).

La démonstration de ce dernier théorème est analogueà celle du Théorème 2.3. Pour une démonstration
taillée, on pourra consulter [6].
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