
1/

el

s de Jordan
lisée qui est

h
m are not

hère unité

rale.
sentation
btenons
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005) 259–262
http://france.elsevier.com/direct/CRASS

Analyse mathématique

Représentations des algèbres de Jordan, variétés de Stief
et synthèse spectrale

Antonis G. Kalliterakis

7, avenue Watteau, 94130 Nogent-sur-Marne, France

Reçu le 15 février 2004 ; accepté après révision le 4 janvier 2005

Présenté par Jean-Pierre Kahane

Résumé

Nous montrons que certaines variétés de Stiefel qui apparaissent dans le cadre des représentations des algèbre
euclidiennes et simples ne sont pas des ensembles de synthèse spectrale en utilisant la fonction de Bessel généra
associée à la représentation.Pour citer cet article : A.G. Kalliterakis, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Representations of Jordan algebras, Stiefel manifolds and spectral synthesis. We study the Stiefel’s manifolds whic
arise in the framework of the representations of the Euclidean Jordan and simple algebras. We prove that most of the
sets of spectral synthesis by using the generalized Bessel functions associated with these representations.To cite this article:
A.G. Kalliterakis, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction et notations

Dans le cadre des représentations régulières des algèbres de Jordan euclidiennes et simples, la sp
Sn−1 deR

n (n > 1) est la variété de Stiefel de la représentation régulière de l’algèbre de JordanR sur l’espaceRn.
Dans [5] L. Schwartz a montré que la la sphèreSn−1 deR

n (n � 3), n’est pas un ensemble de synthèse spect
Nous adaptons la démonstration de [5] en utilisant la fonction de Bessel qui est associée à une repré
d’une algèbre de Jordan (cf. [3]) et ses estimations uniformes et précises (cf. [4]). En particulier nous o
que les espaces homogènes U(m,K)/U(m − r,K) (pourm � r � 3) oùK = C,H et O(m,R)/O(m − r,R) (pour
m � r � 4), ne sont pas des ensembles de synthèse spectrale dans Mr,m(K).

Adresse e-mail :antonis.kalliterakis@wanadoo.fr (A.G. Kalliterakis).
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Plus précisément : soitV une algèbre de Jordan euclidienne simple de rangr , de degréd et dont l’élément
neutre est notée. Soitφ :V →H(E) une représentation oùE est un espace euclidien, etH(E) l’algèbre de Jordan
des endomorphismes symétriques deE. À la représentationφ correspond une application quadratiqueQ à valeurs
dansΩ où Ω est le cône symétrique deV . En supposantφ régulière (cf. [1]) on peut définir la variété de Stie
Σ = {σ ∈ E | Q(σ) = e} qui est une sous-variété analytique compacte deE. La fonction de Besselj associée à
la représentationφ est définie (cf. [3]) comme la transformée de Fourier de la mesure normaliséedσ induite sur
Σ par la structure euclidienne deE. On a alorsj (ξ) = ∫

Σ
exp(−i〈ξ, σ 〉E)dσ. Dans [3] il a été montré quej est

radiale et que son profilJ s’écrit

J (x2) =
∫
Σ

exp
(−i

〈
φ(x)σ,σ0

〉
E

)
dσ.

On montre queJ estK-invariante [4, Proposition 1.6] oùK est la composante connexe de l’identité du gro
de Lie des automorphismes deV . D’après le Théorème 4.1 [4], il existe une constanteC > 0 et une fonction
K-invarianteB surΩ telles que pour toutx ∈ Ω |J (x2)| � CB(x).

L’estimation deJ (x2) est optimale, en ce sens que dans chaque direction l’estimation est exactement de
de grandeur du terme dominant du développement asymptotique deJ (x2). Nous allons exprimerB(x) à l’aide
de la décomposition polaire dex. Soit (cj )1�j�r un repère de Jordan fixé. On définit le cônea+ para+ = {y =∑r

j=1 µjcj | (µj )(1�j�r) ∈ R
r , µ1 � · · · � µr � 0}. Alors ∀x ∈ Ω on ax = k

∑r
j=1 λjcj où k ∈ K . Le r-uplet

(λj )(1�j�r) qui vérifieλ1 � λ2 � · · · � λr � 0 est unique ([2, p. 103]). Compte tenu de laK-invariance,B s’écrit

B(x) = B(λ1, . . . , λr ) =
( ∑

ε∈{−1,1}r
bε(λ1, . . . , λr )

) ∏
1�i�r

(1+ λi)
−δ/2

où bε(λ1, . . . , λr) = ∏
1�i<j�r (1 + λi + εiεjλj )

−d/2, ε = (εj )1�j�r et δ = N/r − rd + d − 1 ∈ NdimE = N

(cf. [6]).

2. Synthèse spectrale et variétés de Stiefel

Nous savons [1, Théorème 3] que la représentation d’une algèbre de JordanV est régulière si et seulement
elle est isomorphe à l’une des suivantes :

(i) V = R etφ non triviale. Le rang deV est 1 etd = 0.
(ii) V = R ⊕ W où W est un espace euclidien de dimensionq � 2 etq �= 2,3,5,9 etφ est l’une quelconque de

représentations irréductibles deV [1, Théorème 2], ouq � 2 et φ somme d’au moins deux représentatio
irréductibles. Le rang deV est 2 etd = q − 1.

(iii) V = Herm(r,K) où r � 3 (K = R,C,H) où H est le corps des quaternions.E = Mr,m(K) avecm � r et la
représentationφ est définie par le produit matriciel. Le rang deV estr etd = dimR K.

Lemme 2.1. Soit φ :V → H(E) une représentation régulière isomorphe à l’une des suivantes: (i) rgV = 1 et
δ � 2 (ii) rgV = 2 et δ � 1 (iii) rg V = 3 et δ � 1 (iv) rgV � 4. Soientξ ∈ E et ses coordonnées(ξi)1�i�N par
rapport à une base orthonormée deE. Alors pour touti ∈ {1, . . . ,N} la fonctionfi(ξ) = ξij (ξ) appartient à
L∞(E).

Démonstration. Soit ξ = φ(x)σ . Soit x = k
∑r

j=1 λjcj la décomposition polaire dex où
∑r

j=1 λj cj ∈ a+

c.à.d.λ1 � λ2 � · · · � λr � 0. Alors nous avons∀i ∈ {1, . . . ,N} |ξi | � r1/2λ1. En effet, ||ξ ||2 = ∑N
j=1 ξ2

j =
〈ξ, ξ 〉E = 〈e,Q(ξ)〉V = tr(Q(ξ)) d’où ||ξ ||2 = tr(x2) = ∑r

j=1 λ2
j , ce qui implique|ξi | � r1/2λ1. Par conséquen

∀i ∈ {1, . . . ,N}∣∣fi(ξ)
∣∣ = ∣∣ξiJ

(
Q(ξ)

)∣∣ � Cr1/2λ1B(λ1, . . . , λr ).
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La fonctionfi est continue donc pour montrer quefi ∈ L∞(E), il suffit d’établir queλ1B(λ1, . . . , λr ) est bornée
sura+.

(i) Comme rgV = 1 nous avonsB(λ1) = (1 + λ1)
−δ/2 d’ où |f1(ξ)| � Cλ1(1 + λ1)

−δ/2 maisδ � 2, ce qui
implique que la fonctionλ1B(λ1) est bornée sura+. Il s’agit du cas examiné dans [5].

(ii) Il est clair queB(λ1, λ2) � 22(1+λ1−λ2)
−d/2(1+λ1)

−δ/2(1+λ2)
−δ/2. SiC′ = 22/5C on a∀i ∈ {1, . . . ,N}∣∣fi(ξ)

∣∣ � C′λ1(1+ λ1 − λ2)
−d/2(1+ λ1)

−δ/2(1+ λ2)
−δ/2. (∗)

On distingue deux cas.
Premier cas: si 0� λ2 � λ1/2, on a(1+ λ1 − λ2)

−d/2 � (1+ λ1/2)−d/2 et (∗) implique que∀i ∈ {1, . . . ,N}∣∣fi(ξ)
∣∣ � C′λ1(1+ λ1/2)−(d+δ)/2.

Maisd � 1 etδ � 1, ce qui implique que la fonctionλ1(1+ λ1/2)−(d+δ) est bornée sura+.
Second cas: si 0� λ1/2� λ2, on a(1+ λ1/2)−δ/2 � (1+ λ2)

−δ/2 et (∗) implique∀i ∈ {1, . . . ,N}∣∣fi(ξ)
∣∣ � C′λ1(1+ λ1/2)−δ.

Mais δ � 1, ce qui implique que la fonctionλ1(1+ λ1/2)−δ est bornée sura+.
(iii) Il est clair que

B(λ1, λ2, λ3) �
( ∑

ε∈{−1,1}3

bε(λ1, λ2, λ3)

)
(1+ λ1)

−δ/2.

Comme∀ε ∈ {−1,1}3 bε = b−ε on peut supposer queε1 = 1. On distingue trois cas.
Premier cas: si ε2ε3 = 1 etε2 = ε3 = −1 bε(λ1, λ2, λ3) � (1+λ1−λ2)

−d/2(1+λ2+λ3)
−d/2(1+λ1−λ3)

−d/2

mais(1+λ1 +λ3)(1+λ2 −λ3) � (1+λ1 −λ3)(1+λ2 +λ3) carλ1 � λ2 � λ3 � 0. On en déduitbε(λ1, λ2, λ3) �
(1+ λ1)

−d/2.

Second cas: si ε2ε3 = 1 etε2 = ε3 = 1 alors il est clair qu’on a à nouveaubε(λ1, λ2, λ3) � (1+ λ1)
−d/2.

Troisième cas: si ε2ε3 = −1 il est clair quebε(λ1, λ2, λ3) � (1+ λ1)
−d/2. Par conséquent

B(λ1, λ2, λ3) � 23(1+ λ1)
−d/2(1+ λ1)

−δ/2.

Si C′ = 2331/2C on a∀i ∈ {1, . . . ,N} |fi(ξ)| � C′λ1(1+ λ1)
−(d+δ)/2 maisd � 1 etδ � 1 ce qui implique que la

fonctionλ1(1+ λ1)
−(d+δ)/2 est bornée sura+.

(iv) Il est clair queB(λ1, . . . , λr) �
∑

ε∈{−1,1}r bε(λ1, . . . , λr). Comme∀ε ∈ {−1,1}r bε = b−ε on peut alors
supposerε1 = 1. On distingue trois cas.

Premier cas: si ε est tel que∀j ∈ {2,3,4} εj = −1 alorsε2ε3 = 1 et ε3ε4 = 1. La fonctionbε(λ1, . . . , λr)

contient le facteur(1+ λ1 − λ3)
−d/2(1+ λ2 + λ3)

−d/2(1+ λ1 − λ4)
−d/2(1+ λ3 + λ4)

−d/2.
Puisqueλ1 � λ2 � λ3 � λ4 � 0 nous avons les inégalités(1+λ1+λ3)(1+λ2−λ3) � (1+λ1−λ3)(1+λ2+λ3)

et (1+ λ1 + λ4)(1+ λ3 − λ4) � (1+ λ1 − λ4)(1+ λ3 + λ4) d’où bε(λ1, . . . , λr ) � (1+ λ1)
−d .

Deuxième cas: si ε est tel que∃j ∈ {2,3,4} εj = 1 et ∀l ∈ {2,3,4} \ {j} ε1εl = −1. Alors il existel, k ∈
{2,3,4} \ {j} tels quel < k et εlεk = 1.

La fonctionbε(λ1, . . . , λr ) contient le facteur(1+λ1+λj )
−d/2(1+λ1−λl)

−d/2(1+λk +λl)
−d/2. Puisqueλ1 �

λl � λk � 0 nous avons les inégalités(1+λ1+λl)(1+λk −λl) � (1+λ1−λl)(1+λk +λl) d’où bε(λ1, . . . , λr ) �
(1+ λ1)

−d .
Troisième cas: si ε est tel que∃j ∈ {2,3,4}, εj = 1 et ∃l ∈ {2,3,4} \ {j} tel queε1εl = 1 il est clair que

bε(λ1, . . . , λr ) � (1+ λ1)
−d .

Par conséquentB(λ1, . . . , λr ) � 2rλ1(1 + λ1)
−d . Si C′ = 2r r1/2C on a∀i ∈ {1, . . . ,N} |fi(ξ)| � C′λ1(1 +

λ1)
−d maisd � 1, ce qui implique que la fonctionλ1(1+ λ1)

−d est bornée sura+. �
Théorème 2.2. Soit φ:V → H(E) une représentation régulière qui vérifie les hypothèses du Lemme1. Alors la
variété de StiefelΣ n’est pas un ensemble de synthèse spectrale dansE.
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6.
Démonstration. Nous allons montrer qu’il existe deux idéaux fermés distincts deL1(E) dont l’enveloppe estΣ .
Soit I1 = {h ∈ L1(E) | Fh ∈ D(E) et telle queFh|Σ = 0} où D est l’espace des fonctions de classeC∞(E)

à support compact. SoitI2 = {g ∈ I1 | telle que ∂Fg
∂σ1

(σ )|Σ = 0}. Il est clair queI1 et I2 sont des sous-espac

vectoriels deL1(E) stables par les translations, et par conséquentI1 et I2 sont des idéaux fermés deL1(E). Ces
deux idéaux ont pour enveloppeΣ , car siη /∈ Σ on peut construire une fonctionh ∈ D(E) telle queh(η) �= 0
mais telle queh et ∂h

∂σ1
soient identiquement nulles surΣ . Nous allons montrer queI1 �= I2 et pour cela nous

considérons la fonctionf1 définie au Lemme 1, qui appartient àL∞(E). Alors ∀h ∈ I2, h ∈ L1(E) etFh ∈ D(E)

doncξ1h(ξ) ∈ L1(E)

〈f1, h〉 =
∫
E

ξ1h(ξ)j (ξ)dξ =
∫
E

ξ1h(ξ)

∫
Σ

exp
(−i〈ξ, σ 〉E

)
dσ dξ

d’où 〈f1, h〉 = −i
∫
Σ

∂Fh
∂σ1

(σ )dσ mais 〈f1, h〉 = 0 et par conséquentf1 est orthogonale àI2. On choisith ∈ I1

telle que sa restriction à un voisinage deΣ s’écriveFh(ξ) = ξ1(
∑N

i=1 ξ2
i − r) où r = rgV = tr(e). Alors Fh est

identiquement nulle surΣ , et ∂Fh
∂ξ1

(ξ) = ∑N
i=1 ξ2

i − r + 2ξ2
1 donc〈f1, h〉 = −2i

∫
Σ

σ 2
1 dσ qui est différent de 0

En effet, si
∫
Σ

σ 2
1 dσ = 0, chaque composante connexe deΣ est contenue dans un hyperplan affine deE. D’après

la remarque de [4, p. 288] ceci est impossible car la représentationφ vérifie les hypothèses du Lemme 1. D’o
〈f1, h〉 �= 0 doncf1 n’est pas orthogonale auI1 et par conséquentΣ n’est pas un ensemble de synthèse spec
dansE. �
Remarque 1. Si rgV � 3, V = Herm(r,K) l’espace de représentation estE = Mr,m(K) avecm � r , la variété de
StiefelΣ est l’espace homogène U(m,K)/U(m − r,K) [3]. D’après le Théorème 1,Σ n’est pas un ensemble d
synthèse spectrale sir = 3 etK = C,H ou r � 4 etK = R,C,H.

Remarque 2. Les théorèmes 2, 3 de [1] nous permettent de déterminer les représentations régulières qui ne
pas aux hypothèses du Lemme 2.1. Elles sont les suivantes :

(i) si rgV = 1 il y a deux représentations pourδ = 0,1 qui sont les représentations deR surRN oùN = 1,2.
(ii) si rgV = 2 etδ = 0 il y a trois représentations : (a)q = 2, dimE = 4 la représentation est somme directeψ =

(ψi)(1�i�2) oùψi est la représentation irréductible de Sym(2,R) sur l’espace euclidienR2. (b) q = 4, dimE = 8,
(c) q = 8, dimE = 16.

(iii) si rg V = 3 il y a une seule représentation pourδ = 0, la représentation de Sym(3,R) sur l’espace euclidien
M3,3(R).

Les variétés de Stiefel qui echappent du Théorème 2.2, feront l’objet d’une Note ultérieure.
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