
1/

xes

de

on

l
t

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005) 291–294
http://france.elsevier.com/direct/CRASS

Systèmes dynamiques/Analyse complexe

Modèle topologique pour des applications de Hénon comple

Sylvain Bonnot

Malott Hall, Cornell University, Ithaca NY, 14853-4201, USA

Reçu le 24 novembre 2004 ; accepté le 5 janvier 2005

Disponible sur Internet le 25 janvier 2005

Présenté par Adrien Douady

Résumé

Nous contruisons un modèle simple(g,Y ) dans lequelY est le complément dansR4 d’un cône au-dessus d’un solénoï
vivant dans la sphère unitéS3, tandis que l’applicationg s’exprime en coordonnées « sphériques » parg(r, θ) = (r2, σ (θ)),
où σ est une application solénoïdale de degré deux. Nous montrons alors que pour tout polynôme complexePc : z �→ z2 + c

ayant un point fixe attractif il existe unε > 0 pour lequel toutes les applications de Hénon complexesHa,c :
(x
y

) �→ (Pc(x)−ay
x

)
vérifiant 0< |a| < ε sont topologiquement conjuguées au modèle(g,Y ). Pour citer cet article : S. Bonnot, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A topological model for a class of complex Hénon mappings. In order to describe the dynamics of the complex Hén
mapHa,c :

(x
y

) �→ (Pc(x)−ay
x

)
, wherePc : z �→ z2 + c has an attractive fixed point, we build a topological model(g,Y ). In this

modelY is the complement inR4 of a cone over a solenoid lying in the unit 3-sphere, andg : Y → Y is a map given in spherica
coordinates byg(r, θ) = (r2, σ (θ)), whereσ is a solenoidal map of degree two. Then we prove the existence of a constanε > 0
such that any Hénon mapHa,c with 0 < |a| < ε is conjugate to our model(g,Y ). To cite this article: S. Bonnot, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Adresse e-mail :sylvain.bonnot97@polytechnique.org (S. Bonnot).
1631-073X/$ – see front matter 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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1. Quelques rappels de dynamique holomorphe à plusieurs variables

1.1. Application de Hénon complexe

L’application de Hénon complexeHa,c :
(
x
y

) �→ (
x2+c−ay

x

)
est un biholomorphisme deC2 dans lui-même, de

jacobiena. L’itération de cette application crée naturellement les ensembles invariants suivants :

K+ =
{(

x

y

) ∣∣∣∣
∥∥∥∥H ◦n

a,c

(
x

y

)∥∥∥∥
n∈N

ne tend pas vers+ ∞
}
,

et égalementU+ = C
2 − K+, ainsi queJ+ = ∂K+.

1.2. Aspect perturbatif

Lorsque|a| est proche de zéro,Ha,c apparaît comme une petite perturbation du polynôme quadratiquePc : z �→
z2 + c. De fait, quand le paramètrec est dans la grande cardioïde de l’ensemble de Mandelbrot,Pc possède un
point fixe attractif qui persiste pour des applicationsHa,c avec un jacobiena assez petit. Le bassin d’attractio
de ce point fixep, notéWs(p), est un domaine de Fatou–Bieberbach, biholomorphe àC

2 tout entier. Fornæss e
Sibony [2] ont montré que l’on dispose alors d’une partition

C
2 = Ws(p) ∪ J+ ∪ U+.

Toujours dans le cas d’une petite perturbation d’un polynôme avec un point fixe attractif, Hubbard et O
Vorth [5] montrent queJ+ est une variété topologique homéomorphe à une 3-sphère privée d’un solénoïde

2. Description du modèle

2.1. Applications solénoïdales de degré deux

Dans le tore pleinT = S1 ×D, oùD est le disque unité fermé, on considère l’application solénoïdaleσ : T → T
définie par

σ : (ζ, z) �→
(

ζ 2,
1

2
ζ + α

z

ζ

)
,

oùα est choisi assez petit, de sorte que l’application soit injective. Elle envoie le tore plein dans un tore pl
fin qui fait deux tours dans le précédent. Dans Hubbard et Oberste-Vorth [4], il est prouvé queσ s’étend en un

homéomorphismẽσ :S3 → S3, et que de plus, si l’on noteT − = S3\ ◦
T, alorsσ̃−1 :T − → T − est conjuguée àσ .

On appelle alorsΣ+ = ⋂
n�0 σn(T) etΣ− = ⋂

n�0 σ̃−n(T −) les deux solénoïdes invariants obtenus par itéra
en avant et en arrière.

2.2. Modèle topologique

On munitR4 de ses coordonnées polaires(r, θ) où r ∈ R
+ et θ ∈ S3, et on considère l’applicationg : (r, θ) �→

(r2, σ (θ)).
De plus on définit cône(Σ−) = {(r, θ) | r � 1, θ ∈ Σ−}. Si l’on noteY = R

4 − cône(Σ−), on remarque que
g préserveY et que sa restriction àY est un homéomorphisme. On appellemodèle de l’application de Hénonle
couple(g,Y ).
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3. Théorème de conjugaison

Notre théorème central est le suivant :

Théorème 3.1. Pour toutc dans la cardioïdeC de l’ensemble de Mandelbrot, il existeε > 0 tel que pour touta ∈ C

vérifiant0< |a| < ε, alors il existe un homéomorphismeh :C2 → Y qui conjugueHa,c à g :Y → Y .

3.1. Structure de la preuve

On utilise comme pivot central le théorème obtenu par Hubbard et Oberste-Vorth dans [5] et qui mon
Ha,c est conjuguée au modèle dansJ+. Plus précisément on utilise ce lemme :

Lemme 3.2 (Hubbard, Oberste-Vorth). Pour toutc ∈ C et pour toutR > 0, il existeε > 0 tel que si0 < |a| < ε, il
existe un homéomorphismeΛ :J+ ∩ {|y| � R} → T qui conjugueHa,c à σ .

Ensuite, on cherche à étendre cette conjugaison à un voisinage tubulaireW homéomorphe àT × [0,1] qui soit
à cheval surWs(p) et surU+. Cette étape est nécessaire si l’on veut que les conjugaisons construites danU+ et
dansWs(p) se raccordent bien. Elle est de loin la plus difficile carJ+ a une structure très compliquée, « fractale
et est très loin d’être une variété différentiable possédant un fibré normal. La construction du voisinage t
est détaillée plus loin.

Les étapes suivantes sont naturellement dictées par la partition deC
2 en trois parties.

3.1.1. Coordonnées adaptées dansU+
On remarque tout d’abord que pourr assez grand, on a

U+ =
⋃
n�0

H ◦−n
a,c

(
V +(r)

)
oùV +(r) =

{(
x

y

)
∈ C

2
∣∣∣ |x| > r, |y| < |x|

}
.

On peut faire en sorte que le bord du voisinage tubulaireW vienne s’appuyer surV +(r). Il suffit alors de trouver
des coordonnées adaptées dansV +, ce qui est facilité par l’existence d’une fonction analytiqueφ+ :V +(r) →
C − D qui vérifie l’équation fonctionnelle :φ+ ◦ Ha,c = (φ+)2 et qui peut s’étendre àW ∩ U+.

3.1.2. Coordonnées adaptées dansWs(p)

On s’arrange pour que le voisinage tubulaireW vienne s’appuyer dansWs(p) sur le bord d’un bidisqueB tel
queHa,c(B) ⊂ B. Puis on montre queB − Ha,c(B) est une « coquille sphérique », homéomorphe àS3 × [0,1].
CommeW est muni de coordonnées adaptées, il en va de même pour son imageHa,c(W) qui intersecte la coquille
sphérique : par conséquent il reste à ajuster la construction pour faire coïncider ces deux systèmes de coo
Pour cela, on démontre queB − (Ha,c(B) ∪ Ha,c(W)) est homéomorphe àT × [0,1], puis on utilise un théorèm
de topologie en dimension trois dû à A. Hatcher [3] qui dit que Homéo(T, rel ∂T) a le type d’homotopie d’un point
ce qui nous permet de déformer continûment notre trivialisation afin de l’ajuster.

3.2. Point-clé de la démonstration

Théorème 3.3 (Conjugaison dans le voisinage tubulaireW ). Pour toutc ∈ C et pour toutR > 0, il existeε > 0 tel
que, pour tout a avec0< |a| < ε, il existe un compact W et un homéomorphismeΘ :W → C

2 tels que:

(i) W ∩ J+ = J+ ∩ {|y| � R} ;
(ii) Θ(W ∩ J+) = {0} × T «Θ redresseJ+ » ;
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(iii) Θ(W) = [1
2,2] × T ⊂ R

4 « W est un voisinage tubulaire deJ+ ∩ {|y| � R} » ;
(iv) Θ conjugueHa,c avec l’application g du modèle.

3.2.1. Trame de la démonstration
Pour c fixé, on considère un anneauA(c) autour de l’ensemble de JuliaJc du polynôme quadratiquePc. On

pose alorsU = A(c) × DR . Dans [2] Fornæss et Sibony démontrent que

Un = {
(x, y) ∈ U; H ◦n

a,c(x, y) ∈ U
}

est une suite d’ensembles homéomorphes au produitAnneau× Disque et dont l’intersection estJ+
R =

J+ ∩ {|y| < R}. Ils montrent également queJ+
R est feuilleté par des disques analytiques presque verticau

sont les graphes de fonctions analytiquesφ(a, y). Grâce à ce feuilletage ils montrent que la tranche horizon
J+ ∩ {y = y0} s’obtient à partir de la trancheJ+ ∩ {y = 0} par un mouvement holomorphe consistant à glisse
long de ces disques.

A partir de là, on construit notre voisinage tubulaire en deux étapes : on commence par fabriquer les tor
Θ−1({s} × T), puis on construit les segments radiauxΘ−1([1

2,2] × {θ}).
3.2.2. Feuilletage deU par des tores pleins

Il s’agit de montrer que la réunionX = J+
R ∪⋃

n�0 ∂vertUn est faite de disques analytiques presque verticaux
permettent d’obtenirX ∩ (y = y0) par un mouvement holomorphe à partir deX ∩ (y = 0). On étend ce mouvemen
dans la trancheU −U1 à l’aide du théorème de Bers–Royden [1]. Puis on itère en arrière cette tranche pour
toutU . A ce stade on a muniU d’une coordonnée radialer .

3.2.3. Feuilletage deU par des segments radiaux
Pour définir la coordonnée angulaire, on utilise à nouveau la théorie des mouvements holomorphes. On

queU − Ha,c(U) est un fibré localement trivial, de base l’anneauA(c) et de fibre un disque privé de deux disqu
Or le bord horizontal deU −Ha,c(U) est naturellement feuilleté par les anneauxA(c)×{y0} et leurs images, ce qu
permet de définir un autre mouvement holomorphe que l’on peut également étendre. On étend cette coo
toutU − ⋂

n�0 H ◦n
a,c(U), puis par continuité à toutU .

3.3. Remarques et questions ouvertes

La conjugaison obtenue ne peut pas être rendue différentiable, comme on le voit en linéarisant les app
au niveau du point fixe attractif. On peut sans doute améliorer la régularité de la conjugaison, car une gran
de notre construction est quasi-conforme. Notre démonstration devrait également s’étendre sans trop de
à des applications de Hénon de degré supérieur. Enfin, il serait intéressant d’avoir une idée de la taille de l’ε trouvé.
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